Terminale spécialité / Raisonnement par récurrence —
particulier.fr

corrigé

Rédiger une récurrence et
‘ formules de somme

Premier rang et rangk + 1

Cex s B

@ Pour n = 1, le membre de gauche n’a qu’un terme :
2 x 1 = 2. Le membre de droite vaut 1 x 2 = 2.

Donc P(1) est vraie.

@ Pk+1):«2+4+---+2k+2(k+1)=(k+1)(k+
2) ». Le dernier terme s’obtient en remplacant n par
k + 1 dans 2n.

@ La propriété est énoncée pour tout entier naturel n : on
commence donc a ng = 0. Pour n = 0, le membre de
gauche n’a qu’un terme : 5° = 1. Le membre de droite
vaut % =1.

Donc Q(0) est vraie.

@ Les exposants vont de 0 a n : la somme contient donc

n + 1 termes.

@ 5k‘+2 -1
Q(k+1):«]_+5+...+5k+5k+1: I ..
@ Li*l + Fhtl _ 5"Jr1711r4><5’erl _ 5><5’j4+171 _ 5k+:71. Clest

le calcul clé de I’hérédité de Q : a gauche, I’hypothese

Q(k) plus le dernier terme 551,

CEx.2 I

@ Initialisation: pourn =1,5 =1x2=2et

1x2x3
== 2.

Donc P(1) est vraie.

Compléter une rédaction

@ Hérédité : soit k un entier naturel, k > 1, tel que P (k)

est vraie. Hypothése de récurrence : Sj, = —k(kﬂg(’“”),

Montrons P(k + 1), c’est-a-dire Sy, = EEL2ETS) k“3“2 k+3)

@ Le dernier terme s’obtient en remplacant n par k + 1
dansn(n + 1) : c’est (k+ 1)(k + 2).
Donc Sy = S + (E+1)(k +2).

@ Par hypothése de récurrence, Sj,.1 = M?Zi@ + (k+
k (k-+1)(k+2)(k+3)
Dk+2)=Fk+1D(k+2) (5+1) = —F57—.
Donc P(k + 1) est vraie : la propriété est héréditaire.

@ Conclusion : P(1) est vraie et la propriété est

héréditaire, donc, par récurrence, pour tout entier

_ n(n+1)(n+2
n>1,sn_nn+3n+ .

[ Ex. 3 R

Cinqg rédactions, cinq erreurs

@ Hugo suppose vrai exactement ce qu’il doit démontrer.
Dans I’hérédité, on ne suppose la propriété que pour
UN entier fixé : «Soit k un entier naturel tel que P (k)

est vraie. Montrons que P(k + 1) est vraie. »

@ Le dernier terme est (k + 1)2 = k2 + 2k + 1, et non
k> +1.Onécrit Sy =12+ -+ k2 + (k+1)* =
S+ (k+1)%

(©) Non. Son hérédité est juste (6(6* + 2) — 10 = 6+1 4 2),
mais il a oublié l'initialisation. Or pour n = 0,
6°+2=3, et pourn=1,6+2 =8 : aucun des deux
n’est divisible par 5. Sans initialisation, I’hérédité ne

prouve rien.

@ La propriété est énoncée pour tout entier naturel n : on
initialise donc au rang 0. Pour n = 0, la somme n’a
qu’un terme, 0+ 1 =1, et 1—§2 =1
Donc P(0) est vraie.

@ «La propriété est vraie au rang 1 et elle est héréditaire,
donc, par récurrence, P(n) est vraie pour tout entier

n>1.»

%% ' La somme des carrés

(2) $1=1,8=1+4=5,8=5+9 =14 Ft 23 — 1,

2x3x5 __ 3x4AxT __
Lds — 5 BT g,

@ Aurang k + 1, on veut montrer Sy, = SHG2@k3) ’”62 2et3)
car (k+1)+1=k+2et2(k+1)+1=2k+3.

(©) Onnote P(n) : «S, = 2D, Tnitialisation :
S =1let 223 — 1 donc P(1) est vraie. Hérédité :

soit k un entier naturel, k > 1, tel que P(k) est vraie.

Montrons P(k + 1) : Sgy1 = @Mﬁmk—ﬁ)’l. Ona
Sk:+1 — Sk + (k’ + 1)2 — k k+162k+1 + (k + 1)2 par

hypothéese de récurrence, donc Sy, 1 =
(k+1)[k(2k+61)+6(k+1)] _ (k+1)(2k62+7k+6)' Or (k + 2)(2k +

3) = 2k + 7k + 6, donc Sy = EHELACH)  p(g 4

1) est vraie. Conclusion : P(1) est vraie et la propriété

i [ (n4+1)(2n+1)
est héréditaire, donc, par récurrence, S, = ML

pour tout entier n > 1.

(D 12+ 4 20° = Sy = 22xdl _ 9870,
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%% Une somme de fractions
@i~

@ On remplace n par k + 1 dans le terme général : 2(k +
1)—1=2k+1et2(k+1)+1=2k+ 3. On ajoute

1 _1,1_6_2
sethh=35+ %=1 =5

1
done GGy
() £+ _ _k@R43)41 __2k43ki1
2k+1 (2k+1)( k-+3) (2k+1)(2k+3) (2k+1)(2k+3)
k+1)(2k+1) k+1
(2k+1)(2k+3) — 2k+3°

@ On note P(n) : «T;, = 527 ». Initialisation : T} = 3 et

1
2x1+1

entier naturel, k >

P(k+1):Tii1 = g% OnaTyy = Ti +

= 1, donc P(1) est vraie. Hérédité : soit k un

1, tel que P(k) est vraie. Montrons

Wl@lﬁ?’) =5 + m par hypothése de
récurrence, et cette somme vaut 2’2113 d’apres la
question précédente.

Donc P(k + 1) est vraie. Conclusion : P(1) est vraie
et la propriété est héréditaire, donc, par récurrence,

p— n :
T, = 3,7 pour tout entier n > 1.

mais fausse

% - Héréditaire. ..
@ Vrai. Soit k£ > 1 un entier tel que P(k) est vraie. Alors
T4t kot (k1) = B2y (k4 1) = a3kt op

(k+1)2+(k+1)+2=Fk+3k+4,donc P(k + 1) est

vraie.

@ Faux. Pour n = 1, le membre de gauche vaut 1 et le

1+1+2 —92.7

membre de droite initialisation est fausse.

L’hérédité seule ne prouve rien.

@ Vrai. La somme des termes d’une suite arithmétique

donnel+:--+n= ”("2“), et “2+2”+2 ”(”“) =1#0

pour tout n.

@ Faux. La propriété «n < 50» est vraie pour
n =1,...,50, mais fausse pour n = 51. Vérifier des

rangs ne remplace pas I’hérédité.

%% ' Latirelire de Rayan
@ Les dépots sont 2, 5, 8.
DoncTy =2, T, =2+5=Tet T3 =7+ 8 =15.

@ Les dépots forment une suite arithmétique de premier
terme 2 et de raison 3 : la semaine k, Rayan dépose 2 +
3(k — 1) = 3k — 1 €. La semaine k + 1, il dépose donc
3k+2€,et Ty =T + 3k + 2.

(suite)
@ On note P(n) : «T,, = 22, Tnitialisation : T) = 2
et X =2, donc P(1) est vraie. Hérédité : soit k un
1, tel que P(k) est vraie. Montrons

MM . Par hypothése de
k(3k+1

entier naturel, k >
P(k+1): T =

récurrence, Tj,,1 = +3k+2=
(k +1)(3k + 4) = 3k2 + Tk + 4, donc Ty, = {HEA)

: P(k 4 1) est vraie. Conclusion : P(1) est vraie et la

2
3k +27k+4. Or

propriété est héréditaire, donc, par récurrence, T;, =

M pour tout entier n > 1.

@ T, augmente chaque semaine, car les dépots sont
positifs. Ty = 22582 — 495 < 500 et Tyg = 12258 —
551 > 500. Le total dépasse 500 € au bout de 19

semaines.

%% % Des cubes et des triangles
(@) 8, =1,8,=1+8=9,5; =9+27 =36et
S84 = 36 + 64 = 100.
On remarque que 1 = 12,9 = 32, 36 = 6% et 100 = 102 :
Sn =T2.

Conjecture : pour tout entier n >

15 _nn+12

4

@ Non. Quatre vérifications ne prouvent rien pour les
autres entiers : la formule pourrait étre fausse dés
n = 5. Ces calculs donnent seulement ’initialisation. Il
faut encore démontrer ’hérédité pour conclure par

récurrence.

@ Pour tout entier n > 1, on note P(n) la propriété : «

2 2
g, = ren?

4
Initialisation: S; = 1% = 1 et # =1.
Donc P(1) est vraie.
Hérédité : soit k un entier naturel, k > 1, tel que P(k)

est vraie, c’est-a-dire S, = M . Montrons P(k + 1) :

(k1) (k42)°
Sk+1 — .

4
Le dernier terme est (k + 1)3, donc Sg11 = Sk + (K +

1)3 = &%ﬁ + (k + 1)3 (hypothése de récurrence).
Spy = (k+1)%(K*4+4k+4)
L = k)

On factorise par (k + 1)2 : 1

(k+1)?(k+2)?

AR WLAL S

Donc P(k + 1) est vraie : la propriété est héréditaire.
Conclusion : la propriété est vraie au rang 1 et elle est
héréditaire. Donc, par récurrence, pour tout entier n >

1:8, = n? n4+1)

(@) 113 4128 + - + 20 = Sy — Sho.
Sag = (—20321) = 2102 = 44100 et §;p = (LLL)* =
55° = 3025.

Donc la somme vaut 44 100 — 3025 = 41 075.
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% %% Une somme qui commence a 0
@ Sy =1 x 2° = 1 (un seul terme).
S =1x204+2x2=1+4+4=5.
So=14+4+3x22=5+12=17.

@ (k + 1) x 2F est le dernier terme de Sy, : il y est déja. Le
terme a ajouter s’obtient en remplacant n par k + 1

dans (n + 1) x 2". On a donc Si,1 = Sk + (k +2) x
2k+1

@ Pour tout entier naturel n, on note P(n) la propriété : «
S, =mnx 2" £ 1,
Initialisation: Sy =1let0x 2! +1 =1.
Donc P(0) est vraie.
Hérédité : soit k un entier naturel, k > 0, tel que P (k)
est vraie, c’est-a-dire Sj, = k x 271 4 1. Montrons
Plk+1): Sk = (k+1) x 282 4 1.
Sii1 =8k + (k+2) x 261 =k x 2641 11 4 (k + 2) x
2k+1 (hypothese de récurrence).
On factorise par 287 : Sy = (2k +2) x 2" 41 =
(k41) x 282 4 1.
Donc P(k + 1) est vraie : la propriété est héréditaire.
Conclusion : la propriété est vraie au rang 0 et elle est
héréditaire. Donc, par récurrence, pour tout entier

natureln: S, =n x 2"t 4 1.

(D Le dernier terme est 10 x 2° = (9 + 1) x 2°. Tl s’agit
donc de Sy, et non de Syg.
Seg=9x2041=9x%x1024+1=09217.

*** La pyramide de Zoé

(&) C1=12=1,C,=1+32=10et Cs = 10 + 52 = 35.

(®) Pk +1): «Cppy = SN, ear 9(k +1) —
1=2k+1let2(k+1)+1=2k+3.

Le dernier terme de Cj,,; est (2(k +1) — 1)% = (2k +
1)?, donc Cy1 = Cy, + (2k + 1)2.

(suite)
@ Initialisation: C; = 1et % =1.
Donc P(1) est vraie.
Hérédité : soit k un entier naturel, k > 1, tel que P(k)
est vraie, c’est-a-dire Cj, = w Montrons
Pk +1): Cpyy = EHEHDES
O = Cp + (2k + 1) = ML) 4 (9 4 1)
(hypothese de récurrence).

On factorise par (2k + 1) : Cj41 =
(2k+1)[k(2k—1)+3(2k+1)] (2k+1) (2k>+5k+3)
3 3 :

Or (k + 1)(2k + 3) = 2k% + 5k + 3, donc Cj, 1 =
k+1)(2k+1)(2k+3

3
Donc P(k + 1) est vraie : la propriété est héréditaire.

Conclusion : la propriété est vraie au rang 1 et elle est

héréditaire. Donc, par récurrence, pour tout entier n >
1:C, = n(2n—1)(2n+1
:C, = 4 .
@ Cpy = 11x231><23 — 1771 et Cpy = 12><233><25 — 9300.

Comme C7; < 2000 < C1s, Zoé peut construire au

maximum 11 étages complets.
I1 lui reste 2000 — 1771 = 229 cubes.

a sens de variation

(ex 11 B8

fonction croissante

@ Pour tout z > 0, f'(z) = 3(m+(?;1(50)2x+2) - (zﬁ)“’ > 0.

Donc f est strictement croissante sur [0 ; +-00].

® fO)=2=letf1)=2=1.

@ Pour tout entier naturel n, on note P(n) : «0 < u, <1

Encadrer une suite et étudier son

Compléter une hérédité avec une

». Initialisation : pour n = 0, ug = 0 et on a bien
0<0<1.
Donc P(0) est vraie.

@ Hérédité : soit k un entier naturel tel que P(k) est
vraie : 0 < uy, < 1. Montrons P(k + 1). Les nombres 0,
uy et 1 sont dans [0; 00|, ol f est croissante, donc
Pordre est conservé : f(0) < f(ux) < f(1), c’est-a-dire

%Sukﬂ <1

@ Comme 0 < 3 (on abien f(0) > 0et f(1) < 1), on
obtient 0 < ugy1 < 1:P(k+ 1) est vraie, la propriété
est héréditaire. Conclusion : la propriété est vraie au
rang 0 et elle est héréditaire, donc, par récurrence, pour

tout entier natureln : 0 < u,, < 1.
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* Encadrer une expression : vrai ou faux
by
@ Faux. Multiplier par —3 < 0 inverse ’ordre :
—15
—14

< —3x < —6, puis en ajoutant 1:
< =3z + 1 < —5. L’encadrement proposé est

d’ailleurs absurde, car —5 > —14.

@ Vrai. On multiplie par 2 > 0: 0 < 2z < 8. On ajoute 1 :
1 <2z + 1 < 9. Laracine carrée est croissante sur
[0;400[,donc 1 < 2z +1< 3.

@ Vrai. La fonction z — 2 est décroissante sur 0 ; +oo] :
1< s0it2 <2 <4

elle inverse I’ordre, donc % <5

@ Faux. Pour z = 0, on a 2> = 0 < 1. La fonction carré
n’est pas monotone sur [—1; 2], on ne peut donc pas
I’appliquer directement a ’encadrement. On coupe
Pintervalle : sur [—1;0], le carré est décroissant, donc
0< 22 <1;sur [0;2], il est croissant, donc 0 < z? < 4.

Le bon encadrement est 0 < z2 < 4.

@ Vrai. L’exponentielle est strictement croissante sur R,
donc elle conserve les inégalités strictes : 0 <  donne

e? < e®, s0it 1 < €.

@ Faux. Une suite positive n’est pas forcément croissante.
Par exemple u,, = #1 est positive, mais u, 1 — u, =
_ 1 . 2z .
e < 0 : elle est décroissante. Pour la
croissance, il faut démontrer P(n) : «u, < tpy1».

| Ex. 13 B

de variation

Choisir la bonne propriété pour le sens

@ La suite est définie par récurrence : chaque terme est
calculé a partir du précédent, et on n’a pas de formule
de u,, en fonction de n. La récurrence permet de

transmettre une propriété d’un rang au suivant.

@ P(n) : «up < Upi1». Démontrer «u, > 0» ne suffirait
pas : c’est admis, et cela ne dit rien sur le sens de

variation.

@ U1 = /2 X 0+ 3 = +/3. Initialisation :
ug = 0 < /3 = uy, donc P(0) est vraie.

@ Hérédité : de up < up1, on multiplie par 2 > 0 (Pordre
est conservé) : 2u;, < 2uy, 1. On ajoute 3 :
2uk + 3 < 2uk+1 + 3. Ces deux nombres sont supérieurs

ou égaux a 3, donc positifs, et la racine carrée est

croissante sur [0; +00[ : v/2ug + 3 < v/2ug 1 + 3, Clest-

a-dire i1 < Upyo- P(k + 1) est vraie.

@ Conclusion : la propriété est vraie au rang 0 et elle est
héréditaire, donc, par récurrence, pour tout entier

naturel n : u, < u,.1. La suite (u,) est croissante.

%% ' Les truites du lac
(@) uy =08 x2+1=26etuy =08 x 2,6+ 1 =3,08.

@ Pour tout entier naturel n, P(n) : «2 < up, < Upy1 <5
». Initialisation : uo = 2 et u1 = 2,6, donc 2 < 2 <
2,6 < 5:7P(0) est vraie. Hérédité : soit k un entier
naturel tel que P (k) est vraie, c’est-a-dire
2 < up, < upr1 < 5. Montrons P(k + 1). On multiplie
par 0,8 > 0 (I’ordre est conservé, y compris I'inégalité
stricte) : 1,6 < 0,8uy, < 0,8ugy1 < 4. On ajoute 1:
2,6 < upr1 < Uy < 5. Comme 2 < 2,6, P(k + 1) est
vraie. Conclusion : la propriété est vraie au rang 0 et
elle est héréditaire, donc, par récurrence, elle est vraie

pour tout entier naturel n.

@ Le nombre de truites augmente chaque année (
Up, < Upy1), reste au moins égal a 2000, et n’atteindra
jamais 5000
(u, < 5).

@ Oui. Pour tout entier naturel n, u,,1 — u, = 0,8u, +
1-—wu,=1-0,2u, = 0,2(5 — uy,). Siu, <5, cette
différence est strictement positive, donc u, 1 > u, : un
simple calcul suffit pour le sens de variation, une fois la
majoration démontrée.

(Ex. 15 Y

I’ordre

Une fonction décroissante inverse

6 _ _6_3 6 _ 12
@ up =3 —3,U2—4—2,U3—5/2 = 5.Commeu0<u1
mais u; > ug, la suite n’est ni croissante ni

décroissante : elle n’est pas monotone.

@ On ne peut pas commencer au rang 0, car ug = 1 < % :
P(0) est fausse. Pour tout entier n > 1, P(n) : «3 <
U, < 3». Initialisation: u; = 3 et g <3< 3,donc
P(1) est vraie. Hérédité : soit k un entier naturel,

k > 1, tel que P (k) est vraie. Montrons P(k + 1). On
ajoute 1: g < ug + 1 < 4. La fonction inverse est
décroissante sur |0 ; +o0o[, donc elle inverse l'ordre :
1< ﬁ < 2. On multiplie par 6 > 0: § < upq < 2.
Comme 2 < 3, P(k + 1) est vraie. Conclusion : la
propriété est vraie au rang 1 et elle est héréditaire,
donc, par récurrence, pour tout entier natureln > 1:

$<u, <3

@ Non. Une fonction décroissante inverse I’ordre : de
ur < Uk+1, on déduit ur+1 > uk+2, et non ug+1 < uk+o.
L’hérédité ne marche pas, et d’ailleurs u; > us
(question 1) montre que la conclusion de Maé est

fausse.
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%% ' Une fonction monotone seulement sur
un intervalle

@ £(0)

Tom donnerait 0 < f(z) <

=0, f(1) = 1et f(2) = 0. Le raisonnement de

0 pour tout z € [0;2], ce qui
est faux puisque f(1) = 1. Son erreur : f n’est pas
monotone sur [0; 2], on ne peut donc pas lui appliquer

directement I’encadrement.

@ f(z) = 2z — 22, donc f'(z) =2 — 2z = 2(1 — z). Sur
[0;1], f'(z) > 0et f/(1) = 0: f est strictement

croissante sur [0;1].

@ Pour tout entier naturel n, P(n) : «0 < u, < 1».
Initialisation : up = 3 et 0 < 3 < 1, donc P(0) est
vraie. Hérédité : soit k un entier naturel tel que P(k)
est vraie, c’est-a-dire 0 < u; < 1. Montrons P(k + 1).
Les nombres 0, uy, et 1 sont dans [0;1], o f est
strictement croissante : elle conserve les inégalités
strictes, donc f(0) < f(ux) < f(1),s0it 0 < ugyq < 1.
P(k + 1) est vraie. Conclusion : la propriété est vraie
au rang 0 et elle est héréditaire, donc, par récurrence,

pour tout entier natureln : 0 < up < 1.

@ Pour tout entier naturel n, un1 — un = 2un — u2 —
Up, = Uy (1 — u,). D’aprés la question 3, u, > 0 et
1 —wu, > 0,donc u,1 —u, > 0:lasuite (u,) est

strictement croissante.

% %% Conjecturer sur un escalier, puis

démontrer
@ Sur la figure, les termes uy = 8, u; =~ 3,7, us ~ 3,1...
diminuent : on conjecture que (u,) est décroissante. C
coupe la droite y = = au point d’abscisse 3, et les termes

restent au-dessus : on conjecture que u,, > 3.

® )

droite y = x. La fonction ¢ — z + 6 est croissante et

= /9 = 3 :le point (3;3) est bien sur C et sur la

positive sur [—6 ; +-00], et la racine carrée est croissante

sur [0; +o0[, donc f est croissante sur [—6 ; +-00].

@ P(n): «3 < upr1 < up < 8». Initialisation : ug = 8 et
=+4/14. Comme 9 < 14 < 64,0na 3 < /14 < 8,
donc 3 < uy < ug < 8: P(0) est vraie. Hérédité : soit k
un entier naturel tel que P (k) est vraie, c’est-a-dire
3 < ugy1 < ug, < 8. Montrons P(k + 1). Ces nombres
sont dans [—6 ;+oo[, ol f est croissante, donc f(3) <
Flupi1) < f(ur) < £(8), s0it 3 < upyo < upy1 < V14
Comme /14 < 8, P(k + 1) est vraie. Conclusion : la
propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire,
donc, par récurrence, elle est vraie pour tout entier

naturel n.

(suite)

@ Pour tout entier naturel n, u, 1 < u, et u, > 3:1a
suite (u,) est décroissante et minorée par 3.
* %% Une suite construite avec ze
@ f est dérivable sur [0; 400 et, pour tout = > 0,
f(z)=e"—ze"=(1—2x)e "

f'(z) est dusigne de 1 — z : f est strictement croissante

. Comme e™® > 0,

sur [0; 1] et strictement décroissante sur [1; 4+o0[.

() = f1)=e ' ~0,368.uy=fle ) =elxe® =~
0,255.

@ Non. Pour conserver 'ordre, il suffit que f soit
croissante sur un intervalle qui contient tous les
nombres de ’encadrement. Ici, si les termes restent
dans [0; 1], on peut appliquer f, qui est croissante sur
[0;1]. En revanche, on ne pourrait pas le faire avec un

encadrement qui déborde de [0;1].

@ Pour tout entier naturel n, on note P(n) : «0 < u,iq <
Uy < Iy,
Initialisation : uy = let u; = e ! ~ 0,37, donc 0 <
up < up < 1:P(0) est vraie.
Hérédité : soit k un entier naturel, k > 0, tel que P(k)
< 1. Montrons P(k + 1). Les

nombres 0, ug.1, ur et 1 sont dans [0;1], out f est

est vraie : 0 < ug+1 <

strictement croissante. Elle conserve donc ’ordre, et

f(1), soit
<1, P(k+1)est

Pinégalité stricte : f(0) < f(ug+1) < f(ug) <
0 < upro < upyy < e L. Comme e
vraie.

Conclusion : P(0) est vraie et la propriété est
héréditaire, donc, par récurrence, P(n) est vraie pour
tout entier naturel n. En particulier, u,; < u, pour

tout n : la suite (u,) est décroissante, et minorée par 0.

@ D’apres la question 4, ug =1 > 0 et u, 1 > 0 pour tout
n, donc u,, > 0 pour tout entier naturel n. Or u, 1 —
Up = Up e ¥ — u, = up(e ¥ — 1). Comme u, > 0, on a
—u, < 0, donc e % < % = 1, car ’exponentielle est
strictement croissante. Ainsi u,,1 — u, < 0 : la suite

(uy,) est strictement décroissante.
%% Meéme fonction, deux destins
@ul: 0)=1,u = f(1) = F(3) =

6 4 ~ 1,39. Sur le graphique, ’escalier monte vers le

2 —125etuz =

point d’intersection de C et de la droite y = x,
d’abscisse 2 (car f(2) = 2). On conjecture que (u,) est
croissante et majorée par 2. Ce n’est qu’une conjecture :
la suite étant définie par récurrence, on la démontre par

récurrence.
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(suite)

@ On note P(n) : «0 < up < upy1 < 2».
= f(0) = 1, et on a bien
0<0<1<2:P(0)est vraie.

Initialisation : ug = 0 et uy
Hérédité : soit k un entier naturel, k > 0, tel que P(k)
2. Montrons P(k + 1). La

fonction carré est croissante sur [0; +oo], donc f aussi.

est vraie : 0 < ug < U1 <
Tous les nombres sont positifs, donc f(0) < f(ug) <
flugsr) < £(2), s0it 1 < uprr < gy
F0O)=1>0et f(2) =2<
: P(k + 1) est vraie.

< 2. Comme
<

2,ona0 < upt1 < uks2 < 2

Conclusion : par récurrence, P(n) est vraie pour tout
entier naturel n. La suite (u,) est donc croissante et

majorée par 2.

@ f(.’l,‘) —p = £=2s 7i$+4 (z—42)2 v = % +1= 14—3 = 3,25 et
__ 169 __ 233
’Uz—ﬁ—4+1—ﬁ~3,64

@ On note P(n) : «v, =

Initialisation : vy = 3

3+ i‘ ».

> 34 0:P(0) est vraie.
Hérédité : soit k un entier naturel, &k > 0, tel que

>3+ %. Montrons P(k + 1) D’apres la question

> 3, donc

1> 0. Le carré est croissant sur [0 ; +-o00[, donc

>3+ 5 +3=3+4:

precedente Vg1 = U + (v’“ .Oruv >
v — 2>
(vx —2)* >
P(k + 1) est vraie.

Conclusion : par récurrence, pour tout entier naturel

n,v, >3+ 4.

@ 3+ 1% 388. Donc, pour tout n > 388,
2 3+ 7 > 100: N = 388 convient.

1. Ainsi vy >

>100 <= n >

% %% La méthode de Héron pour approcher

V5
getu2=—(

@ ur = % (3+ ) 2

@ Pourz > 0: f(z) — V5 = Iz%;j‘/gz =

@ On note P(n) : «u, est défini et u,, > v/5».
Initialisation : ug =3 et 32 =9 > 5,donc 3 > /5 :

P(0) est vraie.

Hérédité : soit k un entier naturel, k

(7 418y 1, 94 __ 47
3+7)_2><21_21'

(z—v5)
2z

> 0, tel que P(k)
est vraie. Montrons P(k + 1). On au; > v/5 > 0, donc
upy1 = f(ug) est défini. Par la question 2, ug,; — v/5 =
i""%u‘k/gﬁ. Le numérateur est strictement positif car

uy, # \/5, et le dénominateur aussi.

Donc uy1 > V/5: P(k + 1) est vraie.

Conclusion : par récurrence, pour tout entier naturel

n, u, est défini et u,, > /5.

(suite)

@ Pour tout entier naturel n, up 1 — u, = % (uin — un> =
52;1::2“. D’aprés la question 3, u, > /5 > 0. Le carré est
strictement croissant sur [0 ; +oo[, donc u2 > 5. Le
numérateur est strictement négatif et le dénominateur
strictement positif, donc u,1 — u, < 0: la suite (uy,)

est strictement décroissante.

@ On auy > /5 > 0. La fonction inverse est décroissante
sur |0 ; 00|, elle inverse l'ordre : uiz < ﬁ On multiplie
%, on obtient

_ _ 105 _ 4
. L’amplitude vaut 2 = 957

par5>0'i<%:\/_ Avec uy =
Las< g
0,004 < 10~ 2.

B C Démontrer une formule explicite )
*

Bien démarrer : initialisation et rang

de départ
(@) up=5et2x4° +3=2x1+3=5 (attention :
4% =1).

Donc P(0) est vraie.

@ La suite commence au rang 1 (vo n’existe pas), donc
ng=1.0nav; =1et12 =1:7P(1) est vraie.

(<) Non.Onabiena; =1+20=2=2letay =2+2! =
4 = 22, mais quelques rangs ne prouvent rien pour tout
n. Il faut aussi Phérédité : si aj, = 2%, alors A1 = 2k 4
2k = 2 x 2k = 2k+1,

@ On remplace n par k + 1 au numérateur et au

. . . (kt1)+3
dénominateur : R

Donc P(k+ 1) : «z1 =

0+3
0+1

E2X7) «

@ Hypothese de récurrence : u; = 282 — 3.

= ’I:+2 ». Ensuite, zg = 3 et

= 3, donc P(0) est vraie.

Une hérédité a compléter

() Plk+1): <y =283 — 35, car (k+1) +2 =k +3.
() upp =2up +3 =222 —3) +3=2x2M2 _6 4
3=2F3_3,
Donc P(k + 1) est vraie : la propriété est héréditaire.

@ Non. Pour k = 0: 2 x 22 = 8 alors que 4? = 16. On

garde la base 2 et on ajoute 1 a ’exposant :
2k+2 X 9= 2k+3.

@ up =1et 22 —3=4—3 =1:P(0) est vraie.
Conclusion : P(0) est vraie et la propriété est
héréditaire, donc, par récurrence, pour tout entier

naturel n, u, = 2"t2 — 3.
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*
@ Hugo part de P(k + 1), c’est-a-dire de ce qu’il doit
démontrer. Il faut partir de la relation et utiliser
Phypothése vy, =6k +2:vp 1 =v, +6=6k+2+6=
6(k+1)+2.
Donc P(k + 1) est vraie.

Erreurs dans des copies

@ Non, elle a oublié l'initialisation : wy = 4 alors que
30 +1 = 2, donc P(0) est fausse. D’ailleurs w; = 3 x
4 — 2 = 10 alors que 3! + 1 = 4. Sans initialisation,

I’hérédité ne prouve rien.

@ La suite commence au rang 1, donc ¢y n’existe pas.
Initialisation correcte : pour n = 1,¢; = 2 et
1 x (14 1) =2, donc P(1) est vraie.

() Aveclarelation :u; =5 x 2 = 10 et uy = 5 x 10 = 50.
Avec la formule de Léo pour k = 1 : uy = 10? = 100,

donc c’est faux. Correction : ugp 1 =5 X 2 X 5F =2 x
5%+1 ce qui est P(k + 1).

%% '~ Une suite de fractions
@ 2—vk_2—k—+1_gkk—trllu— £2 Commek > 1,k +
2>0etk+1>0,donc 2 — vy > 0. En particulier,
2 — v, £0.

@ Pour tout entier n > 1, on note P(n) : «v, = 5 ».

3 3 et T 1+1 = %, donc P(1) est vraie.

1, tel que P(k)

Initialisation : v; =
Hérédité : Soit k un entier naturel, k >
est vraie. Montrons P(k + 1) : «vr41 =
la question précédente, 2 — v), = k2

k1
1 _ 1 _ k4l ; ion :
o = B = he P(k + 1) est vraie. Conclusion :

= k—+2 ». D’apres

# 0, donc vg 1 =

P(1) est vraie et la propriété est héréditaire, donc pour

tout entiern > 1, v, = 5.

() Commen+1>0: 52 >099 < n> 099+
0,99 < 0,0ln > 0,99 <= n > 99 Le plus petit
rang est n = 99, et on a bien vgg = = 0,99.

100
%% Dérivées successives de x e*
@ Pour tout entier n >

(") (z) = (x + n) e* ». Initialisation : f est un
(x+1)e”: P(1)
est vraie. Hérédité : Soit k£ un entier naturel, k& > 1, tel
que P(k) est vraie. Montrons P(k + 1) : « f#*V)(z) =
(z+k+1)e*» Ona fEt)(z) = ((z + k) e*) =1 x
e+ (z+k)e* =(z+k+1)e". P(k+ 1) est vraie.

Conclusion : P(1) est vraie et la propriété est

1, on note P(n) : «pour tout réel

produit, donc f'(z) =1 x e* +ze” =

héréditaire, donc pour tout entier n > 1,

" (z) = (x + n) €.

@fzo

= (0+20) e’ = 20.

(suite)
© fD(@) = (@ +7)e

z+7=0 <= z = —T. L’ensemble des solutions est
{73
%% - Le placement de Maélle
@ Ajouter 5 % revient a multiplier par 1 + 18—0 = 1,05. On

ajoute ensuite le versement de 200 €, donc C,,,1 =
1,05 x C,, + 200.

.Comme e® > 0, f(V(z) =0 —

(b) Onnote P(n) : «C, = 5000 x 1,05 — 4000>».
Initialisation : Cy; = 1000 et 5000 x 1,05° — 4000 =
1000, donc P(0) est vraie. Hérédité : Soit k£ un entier

> 0, tel que P(k) est vraie. Montrons P (k +

1) : «Chry = 5000 x 1,0551 — 4000». Cjyq = 1,05 x

Cr + 200 = 1,05 (5000 x 1,05% — 4000) + 200 =

5000 x 1,05%+1 — 4200 + 200 = 5000 x 1,05%+1 — 4000

. P(k + 1) est vraie. Conclusion : P(0) est vraie et la

naturel, k

propriété est héréditaire, donc pour tout entier naturel
n, C, = 5000 x 1,05 — 4000.

() Cuo = 5000 x 1,05 — 4000 ~ 4144,47 €.

%% = La conjecture de Jade
@ Non. ug =us +2+1=4+3 = 7alors que 2° = 8. Un
seul terme suffit a réfuter la formule : quelques termes

calculés ne prouvent jamais une formule.

(®) Onnote P(n) : «uy = %2 4 15 Initialisation :
up = 1et & +1 =1, donc P(0) est vraie. Hérédité :
Soit k un entler naturel, k > 0, tel que P (k) est vraie.
Montrons P(k + 1) : «upyq = @M + 1 up =
w4+ k+1= @+1+(k+1):(k+1) (b 4+1)+
1= M)%@ + 1. P(k + 1) est vraie. Conclusion :
P(0) est vraie et la propriété est héréditaire, donc pour

tout entier naturel n, u,, = w + 1.

(© g

% %% Conjecturer a partir d’un tableau

(@) ug=2us —3+1=2x11—-2=20etus = 2uy — 4+
1=40-3=23T.

= 3031 4 ] = 465 + 1 = 466.

() up—0=1,u1 —1=2,uy — 2 =4, u3 — 3 =8,
us — 4 = 16, us — 5 = 32 : on reconnait les puissances
de 2. On conjecture que pour tout entier naturel n,

u, = 2" + n.
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(suite)

@ Pour tout entier naturel n, on note P(n) : «u, = 2" +n

».

Initialisation : ug = 1 et 2° + 0 = 1, donc P(0) est

vraie.

Hérédité : Soit k un entier naturel, k > 0, tel que P(k)
est vraie, c’est-a-dire uy = 2* + k. Montrons P(k + 1) :

1 = 2" 4 k + 1. On part de la relation de
récurrence : ug = 2up —k+1 =22 + k) —k+1=
2x2+2%k—k+1=2" 4k +1.
Donc P(k + 1) est vraie.
Conclusion : P(0) est vraie et la propriété est
héréditaire, donc par récurrence, pour tout entier

naturel n, u, = 2" + n.

@ Faux : us = 6 est pair. Deux exemples ne prouvent rien
et un seul contre-exemple suffit a réfuter ’affirmation.

En fait, pour n > 1, 2" est pair donc u, = 2" + nala

méme parité que n.

(e) ug = 28 + 8 = 264 < 500 et ug = 27 + 9 = 521 > 500.
De plus, u, = 2™ + n est croissante (somme de deux

suites croissantes), donc u,, < 264 pour n < 8. Le plus

petit entier est n = 9.

%% % Passer par l’inverse pour conjecturer
@u1 — 2y = 23 23 2., 252

1+2 33 1123  5/3 5314 = 75 =

4 _1 1 _3 1L _5 1_1. ; 5
w D w T w T 3—2.0na30ute1achaque
1 _ 204l

T2

fois. On conjecture - = , C’est-a-dire u, =
n

2
2n+1°
@ Pour tout entier naturel n, on note P(n) : «u, = 527 »
Initialisation : uy = 2 et 52— = 2, donc P(0) est
vraie.

Hérédité : Soit k un entier naturel, k > 0, tel que P (k)

est vraie : up = %2? Montrons P(k + 1) : ug1 = ﬁ
D’apres 'hypothese, uy > 0, donc 1 + u; > 0 : on peut
I _ 2k+142 _ 2k+3 ) Up
diviser. 1 + u; = S = d’oll ug 1 = T =
2 2kl 2 _ 2
2k+1 2k+3 — 2k+3 — 2(kr1)+1°
Donc P(k + 1) est vraie.
Conclusion : P(0) est vraie et la propriété est
héréditaire, donc par récurrence, pour tout entier
naturel n, u,, = Tzﬂ
@ Pour tout entier naturel n : u, 1 — u, = T2+3 — TZH =
2(2n+1)—2(2n+3) 4 0.
2n+1)(2n+3)  — (2n+1)(2n+3) <
Donc (u,) est décroissante.
@ < 0,01 < m<m — 2n+1>200 <

n > 99,5. Le plus petit entier est n = 100 : ujgp =
557 ~ 0,00995
(et ugy = 135 ~ 0,01005).

% %% Les nénuphars de ’étang
@ D’une semaine a la suivante, la surface est multipliée
par 2 puis diminuée de 5, donc u,, 1 = 2u, — 5.
Up=2XT7T—-5=9,u3=2x9—-5=13,
ug =2 x 13 —5=21.

@ Non. Pour n = 4 : 42

formule est fausse. Trois termes vérifiés ne prouvent

— 447 =19 alors que uy = 21. La

rien.

@ Pour tout entier n > 1, on note P(n) : «u, = 2" + 5».
Initialisation : le premier rangest n =1:u; = Tet
2! +5 =7, donc P(1) est vraie.
Hérédité : Soit k un entier naturel, k > 1, tel que P(k)
est vraie : u, = 2F + 5. Montrons P(k + 1) :

ups1 = 28T + 5. On part de la relation de récurrence :
Upip =2up —5=2(2+5)-5=2Fx2+10-5=
2k+1 + 5.

Donc P(k + 1) est vraie.

Conclusion : P(1) est vraie et la propriété est
héréditaire, donc par récurrence, pour tout entier

n>1,u,=2"4+5.

@ On cherche u,, > 1000, soit 2™ >
517 < 1000 et uzg = 2'°

2™ augmente avec n, u, <

995. ug =29 +5 =
+5=1029 > 1000. Comme
517 pour n < 9. L’étang est

entiérement couvert a partir de la semaine 10.

n ( Démontrer une divisibilité )

CEx. 31 B

moins 1
(@) T-1=1-1=0=6x0et72—1=49—1=48=

6 x 8. Comme 0 et 8 sont des entiers, ces deux nombres

Compléter I’hérédité : 7 puissance n

sont divisibles par 6.

® P(k)

7 — 1 = 6m.

est vraie : il existe un entier m tel que

() 7T —1)+6=TxTF—7+6="71_1.

@ D’apres I’hypothése, 7% — 1 = 6m, donc 7%+! — 1 =7 x
6m+6=6(7Tm+1).

@ m est un entier, donc 7m est un entier (produit
d’entiers) et 7m + 1 est un entier (somme d’entiers). En
posant m' = Tm + 1, ona 7**' — 1 = 6m’ avec m’
entier : P(k + 1) est vraie, donc la propriété est

héréditaire.
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L’erreur de Lou

*
(2) 52— 1=24et 4 x 2 = 8. Comme 24 # 8, I'égalité 5" —
1 = 4k est fausse pour k = 2. Pourtant, 24 = 4 x 6 est

bien divisible par 4.

@ Lou impose que le quotient soit égal a k. Or «divisible
par 4 » signifie seulement qu’il existe un entier m,
quelconque, tel que 5¥ — 1 = 4m. Lou suppose une

égalité qui est fausse en général.

@ Il existe un entier m tel que 5 — 1 = 4m, c’est-a-dire
58 = 4m + 1.

(51 —1=5x5F—1=5Am+1)—1=20m+4=
4(5m + 1). Comme m est un entier, 5m + 1 est un
entier (produit et somme d’entiers).

Donc 551 — 1 est divisible par 4 : la propriété est
héréditaire.

Cex. 33 18

divisibilité

Vrai ou faux : les pieges de la

@ Faux. Vérifier un seul rang ne démontre rien pour les
autres rangs. Il manque ’hérédité : si 13¥ — 1 = 12m
avec m entier, alors 13! — 1 =13(12m +1) -1 =
12(13m + 1). La propriété est donc vraie, mais ce

raisonnement ne la démontrait pas.

@ Faux. Elle est bien héréditaire : si 6% + 2 = 5m avec m
entier, alors 6*™ + 2 = 6(5m — 2) + 2 = 5(6m — 2).
Mais I’initialisation échoue : 6° + 2 = 3, qui n’est pas
divisible par 5. Sans initialisation, on ne peut rien

conclure.

@ Faux. Si m n’est pas un entier, I’égalité ne dit rien : par
exemple 5 = 7 x %, et pourtant 5 n’est pas divisible par

7. I1 faut écrire «il existe un entier m».

@ Faux. Pour n = 0, 2° + 1 = 2, qui n’est pas divisible
par 3. Un seul contre-exemple suffit.

%% '~ Deux puissances : 8 puissance n moins
3 puissance n

()8 -3 —0=5x0;8"—3'=5=5x1;82—32 =
64 — 9 = 55 = 5 x 11. Ces trois nombres sont divisibles
par 5.

(suite)

@ Initialisation : pour n = 0,8 — 3° = 0 =5 x 0, donc
P(0) est vraie.
Hérédité : soit k un entier naturel, k > 0, tel que P(k)
est vraie. Montrons P(k + 1). Il existe un entier m tel
que 8* — 3% = 5m, donc 8" = 5m + 3*. Alors 81 —
31 =8(5m + 3F) — 3 x 3k =40m + 5 x 3F = 5(8m +
3%). Comme m et 3* sont des entiers, 8m + 3" est un
entier (produit et somme d’entiers) : P(k + 1) est vraie.
Conclusion : P(0) est vraie et la propriété est
héréditaire, donc, par récurrence, pour tout entier

naturel n, 8" — 3" est divisible par 5.

@ Non. Pour n = 1, 8! — 3! = 5, qui n’est pas divisible

par 10. Ce contre-exemple suffit.

%% - Un calcul plus long : divisibilité par 9
(A n=0:140-1=0=9x0;n=1:4+15—1=
18=9x2;n=2:16+30—1=45=9 x 5.

@ Il existe un entier m tel que 4* + 15k — 1 = 9m, donc
4F = 9m — 15k + 1.

() 41 4 15(k+1) — 1 =4 x 45 + 15k + 14 = 4(9m —
15k + 1) + 15k + 14 = 36m — 60k + 4 + 15k + 14 =
36m — 45k + 18 = 9(4m — 5k + 2).

@ m et k sont des entiers, donc 4m — 5k + 2 est un entier
(produits et sommes d’entiers), et P(k + 1) est vraie.
Initialisation:4° +15x 0—1=0=9 x 0, donc
P(0) est vraie.

Hérédité : soit k un entier naturel, k > 0, tel que P(k)
est vraie. Montrons P(k + 1) : les questions 2 et 3
donnent 451 + 15(k + 1) — 1 = 9(4m — 5k + 2), avec
4m — 5k + 2 entier, donc P(k + 1) est vraie.
Conclusion : P(0) est vraie et la propriété est
héréditaire, donc, par récurrence, pour tout entier
naturel n, 4" + 15n — 1 est divisible par 9.

[ Ex. 36 Roge

récurrence
(@) 0*-0=0;1"-1=0;2%-2=6;3"—3 =24 Ce

sont tous des multiples de 3.

n au cube moins n : avec ou sans

() (k+132=(k+1)2(k+1) = (k2 + 2k + 1)(k + 1) =
k* + 3k® + 3k + 1.

benprofparticulier.fr - 9



(suite)

@ Initialisation : pour n =0, 0% — 0 =0 =3 x 0, donc
P(0) est vraie.
Hérédité : soit k un entier naturel, k > 0, tel que P(k)
est vraie. Montrons P(k + 1). Il existe un entier m tel
que k* — k = 3m. Alors (k +1)* — (k+ 1) = k* +
3k2+3k+1—k—1=(k>—k)+3k>2+3k=3m+
3(k* + k) = 3(m + k* + k). Comme m et k sont des
entiers, m + k* + k est un entier : P(k + 1) est vraie.
Conclusion : P(0) est vraie et la propriété est
héréditaire, donc, par récurrence, pour tout entier

3

naturel n, n> — n est divisible par 3.

@ (n—1)(n+1)=n*—-1,donc (n—1) xnx (n+1) =

3 —n.Les nombresn — 1, n et n + 1 sont

nn?®—1)=n
trois entiers consécutifs, donc I'un d’eux est un multiple
de 3, et le produit aussi. La récurrence est donc

possible, mais elle n’est pas obligatoire.

** Les piéces de Malik
() uy =Tx6-12=30;uy =7 x 30 — 12 =198 ; ug =
7 x 198 — 12 = 1374.

@ On note P(n) : «u, est divisible par 6».
Initialisation : ug = 6 = 6 x 1, donc P(0) est vraie.
Hérédité : soit k un entier naturel, k > 0, tel que P (k)
est vraie. Montrons P(k + 1). Il existe un entier m tel
que uy, = 6m. Alorsug, ;1 =7 X 6m — 12 =42m — 12 =
6(7m — 2). Comme m est un entier, 7m — 2 est un
entier : P(k + 1) est vraie.

Conclusion : P(0) est vraie et la propriété est
héréditaire, donc, par récurrence, pour tout entier

naturel n, un est divisible par 6.

@ Non. On a bien u2 = 198 = 9 x 22, mais un seul rang ne
suffit pas : up = 6 et u; = 30 ne sont pas divisibles par 9
(la somme des chiffres de 1374 vaut 15, donc ug non
plus).
%% % Chercher le diviseur caché
(8) Ag=31+22=7; 4, =33 +22=27+8=35=5x7
s Ay = 3% + 2% =243 + 16 = 259 = 7 x 37. Le seul

facteur premier commun est 7 : on conjecture que A,

est divisible par 7 pour tout entier naturel n.

(suite)

@ Pour tout entier naturel n, on note P(n) : « A, est
divisible par 7 ».
Initialisation: Ay =7 =7 x 1, et 1 est un entier.
Donc P(0) est vraie.
Hérédité : soit k un entier naturel, k > 0, tel que P (k)
est vraie. Montrons P(k + 1). Il existe un entier m tel
que 321 4 2842 — 7y soit 3% = Tm — 2842,
Apsy = 3243 k43 — g 5 32641 4 9 5 okH2 — (7 —
2k2) 12 x 282 = 63m — 7 x 2812 = 7(9m — 2F*2).
Comme m et 2*2 sont des entiers, m’ = 9m — 2k+2 est
un entier et Ay, = 7m’.
Donc P(k + 1) est vraie.
Conclusion : P(0) est vraie et la propriété est
héréditaire, donc, par récurrence, pour tout entier

naturel n, A, est divisible par 7.

@ Soit n > 1. D’apres la question précédente, A, = 7p
avec p entier. Or 321 > 33 = 27, donc 4,, > 7, d’ol
p > 2. Ainsi 7 est un diviseur de A,, différent de 1 et de
A, : A, n’est pas premier.
% %% Un lemme avant la récurrence
principale
(@A) n=0:0=6x0;n=1:5+1=6=6x1;n=2:
4042=42=6x7;n=3:135+3 =138 =6 x 23.

@ On note Q(n) : «n? + n est divisible par 2».
Initialisation: 0> +0=0=2 x 0.
Donc Q(0) est vraie.
Hérédité : soit k un entier naturel, k > 0, tel que Q(k)
est vraie. Montrons Q(k + 1). Il existe un entier p tel
que k2 + k = 2p.
(k+12+(k+1)=k>+2k+1+k+1=(k2+k)+
2k +2=2p+2(k+1)=2(p+k+1),etp+k+Lest
un entier (somme d’entiers).
Donc Q(k + 1) est vraie.
Conclusion : Q(0) est vraie et la propriété est
héréditaire, donc, par récurrence, pour tout entier

naturel n, n? + n est divisible par 2.

(©) (k+1)* = k* + 3k + 3k + 1, donc 5(k + 1)° + (k +
1) =5k + 15k> + 15k +5+k+ 1= (5k* + k) +
15(k* + k) + 6.
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(suite)
@ On note P(n) : «5n® + n est divisible par 6 ».

Initialisation: 5 x 0 +0 =0 =6 x 0.
Donc P(0) est vraie.
Hérédité : soit k un entier naturel, k > 0, tel que P(k)
est vraie. Montrons P(k + 1). Il existe un entier m tel
que 5k3 + k = 6m.
D’aprés la question 2, k% + k = 2p avec p entier. Avec
la question 3: 5(k + 1)* + (k+ 1) = 6m + 15 x 2p +
6 =6m+30p+6==6(m+5p+1). Commemetp
sont des entiers, m + 5p + 1 est un entier.
Donc P(k + 1) est vraie.
Conclusion : P(0) est vraie et la propriété est
héréditaire, donc, par récurrence, pour tout entier

naturel n, 5n° 4 n est divisible par 6.

%% %* Le cas général : a puissance n moins 1
(3) 62 - 1=35=5xTet 6> —1=215=5 x 43.

@ On note P(n) : «a”™ — 1 est divisible par a — 1».
Initialisation:a? —1=0=(a — 1) x 0.
Donc P(0) est vraie.
Hérédité : soit k un entier naturel, k > 0, tel que P(k)
est vraie. Montrons P(k + 1). Il existe un entier m tel
que a* — 1 = (a — 1)m, soit a* = (a — 1)m + 1.
dl—1=axd"—1=a((a—1)m+1)—1=a(a—
m+ (a—1)=(a—1)(am+1).
Comme a et m sont des entiers, am + 1 est un entier
(produit et somme d’entiers).
Donc P(k + 1) est vraie.
Conclusion : P(0) est vraie et la propriété est
héréditaire, donc, par récurrence, pour tout entier

naturel n, a™ — 1 est divisible par a — 1.

@ Avec a = 11 : pour tout entier naturel n, 11" — 1 =
10m avec m entier. Comme 11" > 1,onam > 0, et
11" = 10m + 1. Le chiffre des unités de 11" est donc 1.

@ Non. Pour n = 1: 6! — 1 =5, qui n’est pas divisible par
35. Un seul rang ot la propriété est vraie (n = 2) ne

prouve rien pour tous les rangs.

@ Pour tout entier naturel n, 62" = (62)" = 36". D’aprés
la question 2 avec a = 36, 36" — 1 est divisible par
36 —1=235.
Donc 6%* — 1 est divisible par 35 pour tout entier

naturel n.

Démontrer une inégalité :
: Bernoulli et rang de départ

[ Ex. 41 Bl

d’initialiser
(@) 20=1>0=02;2'=2>1=12;22 =4 >4=2
Donc P(0), P(1) et P(2) sont vraies.

Tester les petits rangs avant

@ 23 = 8 et 32 = 9. Comme 8 < 9, P(3) est fausse.
(c) 2 = 16 et 42 = 16. On a 16 > 16, donc P(4) est vraie.

@ Si ’hérédité était vraie pour tout k£ > 0, alors pour k =
2 : P(2) vraie entrainerait P(3) vraie. Or P(2) est vraie
et P(3) est fausse : I’hérédité ne peut pas &tre vraie

pour k = 2. Sa rédaction contient donc une erreur.

@ Comme P(3) est fausse, la conclusion ne peut pas
porter sur n = 3 : il faut ny > 4. Comme P(4) est vraie,
on choisit nyg = 4
(il faudra alors démontrer ’hérédité pour tout k > 4).

Cex 2 B8

compléter

(@) (1+ )™ = (1 +a)f x (1 +a).

Bernoulli pour ¢ > —1 : hérédité a

@ Commea > —1,onal+a > 0:1+ aest strictement
positif.

@ Par hypothése, (1 + a)* > 1 + ka. On multiplie par
1+ a > 0, donc le sens est conservé :

(1+a)*! > (1 + ka)(1 + a).

@ (1+ka)1+a)=1+a+ka+ka®> =1+ (k+1)a+
ka?.
@ ka®?>0cark > 0et a? > 0.

Donc (1 + ka)(1 +a) > 1+ (k + 1)a. Finalement (1 +
a)**1 > 14 (k+ 1)a: P(k + 1) est vraie.

() (1-0,2)=0,8=0,512et 1 +3 x (~0,2) = 0,4. Ona
bien 0,512 > 0,4.
x
négatif
(a) (-2)> = —32et 1 — 15 = —14. Comme —32 < —14,
P(5) est fausse.

L’erreur de Tom : multiplier par un

@ Tom multiplie les deux membres par —2, qui est
strictement négatif, sans changer le sens de I'inégalité.

Or multiplier par un nombre négatif inverse le sens.
(©) (1 - 3k) x (—2) = 6k — 2, donc (—2)F+! < 6k — 2.

@ La preuve multiplie ’hypothése par 1 + a : il faut
14+a>0,cest-a-direa > —1.Icil4+a=-2<0:la
preuve ne s’applique pas, et la question 1 montre que

Pinégalité est méme fausse.
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%% ' Le placement d’Inés
@ On note P(n) : «1,04" > 1+ 0,04n».
Initialisation: 1,04 =1et 140,04 x 0 =1,etona
1>1.
Donc P(0) est vraie.
Hérédité : Soit k un entier naturel, k > 0, tel que P(k)
est vraie. Montrons P(k + 1). 1,04*1 = 1,04 x 1,04*.
Comme 1,04 > 0, 1,04*™ > 1,04(1 + 0,04k) = 1,04 +
0,0416k = 1 + 0,04(k + 1) 4+ 0,0016k. Or 0,0016% > 0
donc 1,04*"1 > 14 0,04(k + 1) : P(k + 1) est vraie.
Conclusion : P(0) est vraie et la propriété est
héréditaire. Donc, par récurrence, pour tout entier

naturel n, 1,04" > 1 + 0,04n.

@ On multiplie par 500 > 0, le sens est conservé : C,, =
500 x 1,04 > 500(1 + 0,04n) = 500 + 20n.

(©) 500 + 20n > 1000 <= 20n >
bout de 25 ans, on est slir que C,, > 1000.

500 <—= n > 25. Au

@ 500 + 20n devient aussi grand qu’on veut, et C,, reste
au-dessus. 500 + 20 > 1000000 <= n >49975:
pour n > 49975, on a C,, > 1000 000.

| Ex. 45 B o Sib A
() 22 — (k+1)? = 2k?
(k—1)2—-2.Sik >3,alorsk—1>
det(k—1)2-2>2>0.
Donc 2k* > (k + 1)%

> n? a partir du bon rang
—k—2k—1=k—-2k—1=
2,donc (k —1)2 >

@ Initialisation : 2 = 16 et 4> = 16, donc P(4) est vraie.

Hérédité : Soit k un entier naturel, k > 4, tel que P (k)
est vraie. Montrons P(k + 1). 251 = 2 x 2k, Comme

2> 0, 2" > 2k%. Comme k >
donne 2k* > (k + 1)%
Donc 281 > (kK +1)%:

Conclusion : P(4) est vraie et la propriété est

> 3, la question 1
P(k + 1) est vraie.

héréditaire a partir du rang 4. Donc, par récurrence,

pour tout entier n > 4, 2"

@ Pourn >

décroissante sur ]0; +ool, donc 3 < &

4:2" > n? > 0. La fonction inverse est
. On multiplie

parn>0: £ <& =1

n
*% - Les étagéres de Lina : n! > 2" !
(a)11=1,21=2,31=6,41=24;20=1,2' = 2,22 =4,
23 = 8.

®) (k+1)=1x2x - xkx (k+1) =kl x (k+1).

(suite)
@ On note P(n) : «n! > 2" 1».
Initialisation: 1! =1et 20 =1,etonal > 1.
Donc P(1) est vraie.
Hérédité : Soit k un entier naturel, k > 1, tel que P(k)
est vraie. Montrons P(k + 1). (k + 1)! = (k+ 1) x k.
Commek+1>0,(k+1)! > (k+1)x 21 Ork +
1>2et 25! >0,donc (k+1) x 2871 > 2 x 21 = 2,
Donc (k + 1)! > 2% : P(k + 1) est vraie.
Conclusion : P(1) est vraie et la propriété est
héréditaire. Donc, par récurrence, pour tout entier
n>1,n!>2"1

(4) Avecn =20:20! > 2'° = 524288 > 500 000.

%% '~ Deux colonies de bactéries
(2) 37:1,3,9,27;n2 +4n: 0,5, 12, 21. P(0) et P(3) sont
vraies, P(1) et P(2) sont fausses

(3<5et9<12).

(b) Initialisation : 3% = 27 et 32 + 4 x 3 = 21; 27 > 21
donc P(3) est vraie.
Hérédité : Soit k un entier naturel, k > 3, tel que P(k)
est vraie. Montrons P (k + 1), c’est-a-dire 3" > (k +
1)% 4+ 4(k + 1) = k* + 6k + 5. Comme 3 > 0, 35" =
3 x 3% > 3k? + 12k. Or 3k + 12k — (k* + 6k + 5) =
2k +6k—5>2x9+6x3—-5=31>0cark >3
Donc 381 > (k +1)? 4+ 4(k + 1) : P(k + 1) est vraie.
Conclusion : P(3) est vraie et la propriété est
héréditaire a partir du rang 3. Donc, par récurrence,

pour tout entier n > 3, 3" > n? + 4n.

@ D’aprés la question 1, P(0) est vraie, mais P(1) et P(2)
sont fausses. D’aprés la question 2, P(n) est vraie pour
tout entier n > 3.
Donc P(n) est vraie pour n = 0 et pour tout entier
n > 3, et seulement pour ces entiers. Une propriété
vraie au rang 0 peut étre fausse aux rangs suivants :
avant d’initialiser, on teste les petits rangs.
% %% Les abonnés de Sacha : améliorer
Bernoulli
@ On applique Bernoulli avec a = 0,2 > 0 : pour tout

entier natureln, 1,2" > 1+ 0,2n. Or 1 + 0,2n >

100 <= 0,2n > 99 <= n > 495. Donc, pour tout
n >495,0onal2" >1+40,2n > 100: N =495
convient.
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(suite)
@ On note P(n) : «(1 4+ a)”
Initialisation : pourn =0, (1 +a)® = let

1+0+0=1,etonabienl > 1.

>1+na+ 22-lg2,,

Donc P(0) est vraie. Hérédité : soit k un entier
naturel, k > 0, tel que P (k) est vraie. Montrons
P(k+1).Ona(l+a) = (1+a)* x (1+a).
Comme 1 + a > 0, on peut multiplier ’hypothése par
1 + a sans changer le sens : (1 + a)*™ >
1+ ka+ ﬂ%laz (1 + a). On développe :

1+ka—0—ﬂkz;lla2 (1+a)=1+(k+1)a+

k(k—1 k(k—1 (k-1 k+1)k
k+ 42—2) a’ + Jz—za:"’.DepluS,knL —(2—1 = %)—

Le terme k(kgl)a3 est positif, car k(k — 1) >

entier naturel k et a > 0. On le retire et on obtient (1 +
) > 1+ (k+ 1)a + EEG2

Donc P(k + 1) est vraie. Conclusion : P(0) est vraie

0 pour tout

et la propriété est héréditaire. Donc, par récurrence,

P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

@ Avec a = 0,2, on obtient 1,2" > 1+ 0,2n + 0,02n(n —
1). On cherche les n tels que 1 + 0,2n + 0,02n(n — 1) >
100. En multipliant par 50 > 0, cela revient a 50 +
10n + n? — n > 5000, c’est-a-dire n? + 9n — 4950 > 0.
Le discriminant vaut A = 81 + 19800 = 19881 = 1412,
donc les racines sont = 141 =—THet 7—9‘21& = 66.
Ainsi n? + 9n — 4950 = (n — 66)(n + 75), et ce produit
est positif pour n > 66.

Donc N’ = 66 : pour tout n > 66, 1,2" > 100.

(@) 1,22 ~ 95,40 < 100 et 1,2% ~ 114,48 > 100, donc le
plus petit entier est 26. On a 26 < 66 < 495 : les deux
inégalités donnent des seuils trop grands, mais ils sont
démontrés. L’inégalité améliorée donne un seuil

beaucoup plus proche du vrai.

*** 2" > n? : I’hérédité ne suffit pas
@n=0:1>0;n:1:2>1.n:2:4<8;n=3:8<
27;m=4:16<64;n=5:32<125;n=6:64 <
216;n="7:128<343;n=8:256 <512;n=9:

512 < 729.n =10:1024 >

P(n) est vraie seulement pour n = 0, n = 1 et n = 10.

@ (k+1)3

1000. Parmi ces entiers,

=k +3k>+3k+1.

Done 2k% — (k+1)3 = k% — 3k — 3k — 1 = k2(k —
3) — 3k — 1.
@Soitk24.A10rsk—3>1etk2>0,donc

E*(k—3) > k% Tlvient 2k — (k+1)* > k> -3k — 1=
k(k—3)—1.0rk>4etk—3>1,donck(k—3) >4
On en déduit 2k3 — (k+1)* >4—-1=3> 0.
Donc 2k% > (k + 1)3.

(suite)

@ Non. L’hérédité n’est établie que pour k > 4, donc on
ne peut pas passer de P(0) a P(1), puis a P(2), etc.
D’ailleurs P(2) est fausse (4 < 8). Il faut initialiser & un
rang ny > 4 ol la propriété est vraie. Or P(4), ..., P(9)

sont fausses : le premier rang possible est ny = 10.

@ Initialisation : pour n = 10, 2! = 1024 et 10® = 1000.
On a 1024 > 1000, donc P(10) est vraie. Hérédité : soit
k un entier naturel, k > 10, tel que P (k) est vraie.
Montrons P(k + 1). On a 25*! = 2 x 2*. Comme 2 > 0,
k% par 2: 281 > 25,

4, la question précédente donne

on multiplie I’hypothese 2k >
Comme k > 10 >
2k* > (k +1)%.
Donc 281 > (k +1)% : P(k + 1) est vraie.
Conclusion : P(10) est vraie et la propriété est
héréditaire a partir du rang 10. Donc, par récurrence,

pour tout entier n > 10, 2" >

% %% Les carrés de Jade : renforcer la
propriété

@51:1,52:14“%:%6'553:%+%:_45+4*£

36 36°

@ Ski1 = Sk + (k+11)2’ donc Si11 <2+ — (k+1 . Ce
majorant est strictement supérieur a 2, donc Jade ne
peut pas conclure Sy 1 < 2 : I’hérédité est bloquée.

L’hypothese est trop faible, et il faut démontrer une

propriété plus forte.

@ On met au méme dénominateur k(k + 1)*: ¢+ — k—il -
iy = (k“)k(kff)ﬁl) % Le numérateur vaut k2 + 2k +

1—k*—k — k=1, d’ou I'égalité.

@ On note P(n) : «S, < 2 — 1 ». Initialisation : pour
n=1,8=1et2—}=1.0nal<1,donc?P(1)est
vraie. Hérédité : soit k un entier naturel, k >
P(k) est vraie. Montrons P(k + 1) Ona
Ski1 = Sk + (kﬂ

1, tel que

.On aJoute (G +1)2 aux deux membres

de 'hypothese : Sp11 <2 — ¢ L (k+1)2. On étudie la

différence : (27#1) — (2—%+m) :%,#1,
1 _

e = wer > 0

Donc 2 — k+m\2—k—il,puissk+1<2—%ﬂ;

P(k + 1) est vraie. Conclusion : P(1) est vraie et la
propriété est héréditaire. Donc, par récurrence, pour

tout entiern > 1,5, <2 — %

@ Pour toutn > 1, S, —

croissante. De plus, S, <

Sy, = n+12 > 0, donc (S,) est
2— 1 <2 donc (S,) est
majorée par 2 : 'aire totale des carrés de Jade reste

toujours inférieure a 2.

benprofparticulier.fr - 13



