Terminale spécialité / Produit scalaire et orthogonalité

dans l’espace

benprof
particulier.fr

49 exercices en 7 parties, du plus simple au plus difficile : %

est sur benprofparticulier.fr.

facile - Yo%~ moyen - Yk % difficile. Le corrigé détaillé

Rappels de 1re : produit scalaire
dans le plan D

A retenir : @ - ¥ = ||@ x ||| x cos @ est un nombre. Les

deux vecteurs partent du méme point :
E . ﬁ = 7ﬁ . ﬁ La projection donne +AB x AH.

La polarisation utilise les carrés. zz' + yy' ne vaut qu’en

repere orthonormé.

[ Ex.1 R

désigne 'angle géométrique des vecteurs 4 et ¥. Calcule

Produit scalaire avec le cosinus — 0

chaque produit scalaire en valeur exacte et contrdle son signe
avec l’angle.

4cm

W

F 3 cm E

() |lall =7, [[9]| = 2 et 6 = 45° : calcule @ - &.
() [l = 23, 3] = 5 et § = 150° : calcule i - 3.

(o) Ilill = 6, |B]| = 3 et § = 90°. Lina écrit & - § = 0.

Corrige-la.

@ i =0et ||7] =9: calcule @ - 7. Les vecteurs @ et ¥ sont-
ils orthogonaux ? Justifie.

(®) il = 4ets = i : calcule @ - 3.
—
@ Dans le triangle EFG de la figure, calcule EF - ﬁ

* En coordonnées dans le plan — Sauf au
dernier item, le plan est muni d’un repére orthonormé

(057, 7).

D C
2 cm
A 4 cm B

@ Calcule %@ - ¥ pour %(3; —2) et ¥(4; 5).

@ Les vecteurs 4 (—% ; 3) et ¥(6; 1) sont-ils
orthogonaux ? Justifie.

(suite)

@ Calcule la distance EF pour E(1; —2) et F'(4; 2).

@ Avec en plus G(—7; 4), calcule EF . ﬁ Déduis-en la
nature du triangle EFG.

@ Pour 4(—2; 1) et 9(3; 4), dis sans calculer Pangle s’il
est aigu, droit ou obtus.

@ Trouve le réel m tel que @(m; 4) et 9(3; —6) soient
orthogonaux.

ABCD est le rectangle de la figure. Jade lit C'(1; 1)
dans le repere (4; E), ﬂ)}) et écrit
AC? =12 4 12 = 2. Justifie qu’elle a tort.

%% - Plan d’architecte : projection et
polarisation — Sur la figure, H et K sont les projetés
orthogonaux de C et de D sur la droite (AB). Le point K
n’est pas du méme c6té de A que B. On donne AB = 6,
AH =4, AK =2et AC =5 (en cm). Les angles
s’arrondissent au dixi¢me de degré.

6 cm

— —
(®) Calcule AB - AC 2 aide du projeté H.
@ Calcule E%’) . A_D> Déduis-en la nature de I’angle BAD.

Déduis-en la longueur BC a l’aide d’une formule de
polarisation.

@ Calcule cos gA\C, puis une mesure de ’angle BAC.

%% ' Ferme de charpente : Al-Kashi — Une
ferme de charpente forme un triangle PQR avec PQ = 5 m,
PR =8met W = 60°. Les angles s’arrondissent au

dixiéme de degré.

A
P 5m Q

@ Calcule P—Q> . ﬁ
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(suite)

@ Déduis-en la longueur QR avec le théoréme d’Al-Kashi.
@ Calcule cos FQ}, puis une mesure de I’angle @

_> H —_—
@ Noé affirme : « PQ - QR = PQ x QR X cos PQR».
Corrige son erreur et calcule w . Q72

% %% Carreau de mosaique en
parallélogramme — Ben dessine un carreau de mosaique
en forme de parallélogramme ABCD, avec AB = 6 cm,
AD = 4 cm et BAD = 60°. Les angles s’arrondissent au
dixieme de degré.

@ Calcule E?) . E
@ Calcule E . w en utilisant ’angle 4BC.

— = -
@ Exprime AC et BD en fonction de AB et AD, puis
calcule les longueurs exactes AC et BD.

@ Calcule ﬁ . ﬁ}, puis la mesure de ’angle géométrique

-
formé par les vecteurs ﬁ et BD. Le signe est-il
cohérent ? Justifie.

@ Ben veut des diagonales perpendiculaires sans changer
AB ni I’angle BAD. Quelle longueur AD doit-il
choisir ? Justifie.

% %% Voile de bateau : polarisation, projeté et
Al-Kashi — Une voile triangulaire ABC mesure AB = 4 m,
AC = 6 m et BC = 8 m. On note H le projeté orthogonal de

C sur la droite (AB). Les angles s’arrondissent au dixiéme de
degré.

B

—
@ Calcule AB - Aﬁ par une formule de polarisation.
Déduis-en la nature de ’angle BAC.

@ Tom écrit : « AB - AC = %(AB—O—AC—BC) =1».

Explique son erreur.

@ Justifie que H n’est pas du méme c6té de A que B, puis
calcule AH alaide de AB ﬁ

@ Calcule la valeur exacte de C H, puis ’aire de la voile.

(suite)

@ Calcule la mesure de I’angle ABC avec le théoreme
d’Al-Kashi.

%% % Vrai ou faux justifié : les pieges du
produit scalaire — Inés révise son contréle. Pour chaque
affirmation, dis si elle est vraie ou fausse et justifie. Le plan
est muni d’un repére orthonormé (O ; 7, 7).
@ Avec A(—2; 1), B(2; —1) et C(4; 3), le triangle ABC
est rectangle isocele.

@ Les vecteurs ©(m; m) et v(m — 1; 3) sont orthogonaux
pour une seule valeur du réel m.

@ 1l existe deux vecteurs 4 et ¥ tels que ||u| = 2, |]| = 3
etu-v="17.

(d) Pour tous vecteurs &, ¥, @ : (i - ¥) W = @ (¥ - ).

A retenir : Dans Pespace, on calcule A_B> . A—C>’ dans un
plan qui contient A, B et C. Angle droit — projeté (sens
contraire : signe —), sinon Chasles puis bilinéarité.
Double produit : ||@ + ¥|? = ||@|? + 2% -3 + |7

* Projections dans un cube —
ABCDEFGH est un cube d’aréte 5 (ABCD enbas, E, F,
G, H au-dessus de A, B, C, D). I est le milieu de [FG].
Calcule chaque produit scalaire sans coordonnées.

Produit scalaire dans l’espace :

regles de calcul )

N

H G
E 5T
,,;If _____________
D c
A B

@ B4- B¢
® FH.EC
() B4.BH
@ GF-aD
(o) 4D . i
® mE .41

Calcule E . C—B>, puis dis si les droites (AE) et (CB)

sont sécantes. Justifie.
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Bilinéarité avec des normes — 1 et ¥ sont

*
deux vecteurs de espace avec ||| = 3, ||7]] = 5 et
®) @- (i +7)

@ l1a+7]

(® (@+79)-@-9

1 - U = —4. Calcule :

(@) (21) - (—39)

© Ilz+3)?

© lla - 20

(3t — 9) - (@ + 20)
%% ' Une sculpture de verre en tétraédre
régulier — Une sculpture de verre a la forme d’un tétraédre
régulier ABC' D d’aréte 4 : ses quatre faces sont des triangles

équilatéraux. I est le milieu de [CD]. Les angles
s’arrondissent au dixiéme de degré.

— —
@ Calcule AB - AC avec le cosinus, puis vérifie ton
résultat avec la formule de polarisation.

@ Démontre que Al = %(ﬁ + ﬁ), puis calcule

4B - Al

@ Lina écrit : « HA46>' + Enz = AC? + AD? = 32». A-t-
elle raison ? Justifie et donne la bonne valeur.

(d) Déduis-en la longueur AI.

@ Calcule cos E_ﬂ, puis la mesure de ’angle BAIL

%% = Les diagonales d’un cube dans un
logiciel 3D — Dans un logiciel 3D, Malik modélise un cube
ABCDEFGH d’aréte 6 (ABCD enbas, E, F, G, H au-

dessus de A, B, C, D). Il travaille sans coordonnées.

H G
ATRETEEEE R
A c
A B

(2) Justifie que AB - BD — —36.

— = == — — —
(®) En écrivant AG = AB + BC + CG, caleule AG - BD.

@ Les droites (AG) et (BD) sont-elles perpendiculaires ?
Justifie.

@ Calcule ﬁ . ﬁ par bilinéarité, puis déduis-en la
longueur AG.

B — —
@ En écrivant HB:HD+DZ+AB, calcule AG - HB.
Déduis-en le cosinus de ’angle entre ces deux vecteurs.

% %% Le renfort et la poutre d’une charpente
— Pour une charpente, Hugo modélise un module en pavé
droit ABCDEFGH avec AB =4, AD =3 et AE =2 (en
meétres ; ABCD en bas, E, F, G, H au-dessus de A, B, C,
D). Un renfort suit [AG], une poutre suit [BD]. On travaille
sans coordonnées. Angle au dixieme de degré.

H G
2 cm DL.. ---------------- C
R 3 cm
A 4cm B

@ Justifie que le projeté orthogonal de G sur (AB) est B,
puis calcule A—B> . TG

@ De la méme fagon, calcule ﬁ . ﬁ et ﬁ . m

= . % . H % . z .
@ Ecris BD en fonction de AB et AD, puis déduis-en

ﬁ -B B Le renfort et la poutre sont-ils orthogonaux ?
Justifie.

@ En écrivant TC#) = A4B> + FC'> + &v‘}, calcule
AG? = AC - ﬁ, puis déduis-en AG.

@ Calcule BD, puis la mesure de I’angle géométrique 6
—_— =
entre les vecteurs AG et BD.

% %% Le cible d’une tente en tétracdre —
Inés monte une tente pour enfant en forme de tétra¢dre
régulier ABCD d’aréte 6 (en décimetres) : ses quatre faces
sont des triangles équilatéraux. I est le milieu de [BC], J
celui de [AD] ; elle tend un cible de I a J.

— —
@ Calcule AB - AC en te plagant dans la face ABC, puis
donneﬁ-ﬁetﬁ-ﬁ.

— ——— —
@ Exprime IJ en fonction de AB, AC et AD, puis calcule

la longueur IJ du cable.

@ Démontre que la droite (IJ) est orthogonale a la droite
(BC) et ala droite (AD).

@ Les droites (BC) et (AD) sont-elles orthogonales ?
perpendiculaires ? Et (I.J) avec chacune d’elles?
Justifie.

— —
@ Calcule IJ - AB, puis la mesure de ’angle géométrique

—  —
entre les vecteurs I.J et AB.

benprofparticulier.fr - 3



%% % Deux rayons laser dans un escape
game — Pour un escape game, Yasmine installe deux rayons
laser dans une salle cubique ABCDEFGH d’aréte 4 m (
ABCD ausol, E, F, G, H au-dessus de A, B, C, D). J est
sur [AE] avec AJ = 1, K est le milieu de [CG]. Les rayons
vont de J vers B et de J vers K. On travaille sans
coordonnées. Angle au dixieéme de degré.

H G
E : g
: K
D"
] e
A B

@ Calcule JB? et BK? en justifiant.

— — =
@ En écrivant JK = JA + AC + CK, calcule JK? sans
oublier les doubles produits.

@ Déduis-en JB - JK par polarisation, puis la mesure de
I’angle BJK entre les deux rayons.
@ Théo affirme : « (BK) est dans la face BCGF,
— =
orthogonale & (AB), donc BJ - BK = 0.» A-t-il raison?
— =
Justifie en calculant BJ - BK.

@ Le triangle JBK a-t-il un angle obtus ? Justifie avec le
signe de produits scalaires.

J

s ™
A retenir : En repére orthonormé seulement : 4 - ¥ =

zz' +yy + 22" et ||| = /@2 + y2 + 22 (n’oublie pas la
FAC - ABAC
racine). cos BAC = 4555, avec deux vecteurs partant

; ; p ™
Produit scalaire en coordonnées,

norme, distance et angle

de A ; sicos < 0, 'angle est obtus. Exemple :

(1;-2;3)-(4;1;0) =2.
.

Cex 15 1S

coordonnées — Dans un repére orthonormé (O ; 7, 7, k), on
donne @(3; —2; 2), 5(—1; 4; 5), @ (5; —3; 2) et (25 5; 2).
@ Calcule u - v.

(b) Calcule i - @.

@ Calcule ||i)|?, puis |||

@ Calcule || — ]|.

@ Calcule |||

@ Les vecteurs i et ¢ sont-ils orthogonaux ? Justifie.

J

Produits scalaires et normes en

Les vecteurs ¥ et W sont-ils orthogonaux ? Justifie.

* Distances dans un cube —
ABCDEFGH est un cube d’aréte 1. On se place dans le

repere orthonormé (A4 E), ﬂ)), ﬂf) I est le milieu de

[FG] et J est le point de [AE] tel que AJ = %AE. Donne les
distances en valeur exacte.

H G
E e
J ,x’D ------------- C
A B

@ Donne les coordonnées des points I et J.
@ Calcule AI?, puis la distance AI.

@ Calcule la distance C'J.

@ Calcule la distance IJ.

@ Le triangle CGJ est-il isocele en J ? Justifie.

%%~ Charpente : nature d’un triangle et
angle obtus — Une charpente est modélisée dans un repere
orthonormé (O; 7, 7, k) (unité : le metre) par les points
P(2;-1;0),Q(3;3; -1),R(5; —1; 3) et S(0; —2; 2).
Arrondis les angles au dixieéme de degré, ou au centi¢me en
radians.

@ Calcule les longueurs PQ, PR et QR en valeur exacte.

—
@ Calcule w - PR. Déduis-en la nature précise du
triangle PQR.

> 4) —_—
@ Léo calcule QP - PS = 8 et conclut que I'angle QPS est
aigu. Vérifie son calcul puis corrige son raisonnement.

@ Donne cos Q PS en valeur exacte, puis une mesure de
—
QPS en degrés et en radians.

%% ' Logiciel 3D : parameétre m,
orthogonalité et normes — Dans un logiciel de
modélisation 3D, on travaille dans un repere orthonormé

-

(057,73, k). Pour un réel m, on définit u(m; 3; —2) et
¥(2; m; 5).
@ Pour m = 1, Hugo écrit - v =1 x 3+ 2 x 1 = 5. A-t-il
raison ? Justifie.

@ Détermine la valeur de m pour laquelle 4 et ¥ sont
orthogonaux.

@ Détermine les valeurs de m pour lesquelles ||i|| = 7.

@ Vrai ou faux ? Il existe un réel m pour lequel ||@|| = ||7]|.
Justifie.
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%% % Pyramide de verre : arétes, angle au
sommet et angle droit introuvable — Une pyramide de
verre SABCD a base carrée est modélisée dans un repére
orthonormé (H ; 7, 7, k) (unité : le metre). H est le centre de
la base. Ona A(3; —3; 0), B(3; 3;0),C(-3; 3;0),

D(—3; —3;0) et S(0; 0; 4). Donne les angles au dixi¢éme de
degré.

@ Calcule SA, SB et AB en valeur exacte. Les faces
latérales sont-elles des triangles équilatéraux ? Justifie.

45.8C

@ Tom écrit cos ASC = A5x 50 €t trouve un angle aigu.

Explique son erreur, puis calcule ASC.
@ Calcule ’angle ASB au sommet d’une face latérale.

@ Pour un réel m, on note M(0; 0; m). Détermine les
valeurs de m pour lesquelles I’angle AMC est droit. Un
point du segment [H S] convient-il ? Justifie.

%% % Drone au-dessus d’une rampe :

distance imposée et angle aigu — Une rampe de skate
triangulaire ABC est modélisée dans un repére orthonormé

(057, 7, 1_5) (unité : le metre) par A(1; 2; —1), B(0; 2; 1) et
C(3; 4; 0). Un drone se place au point D(m; m; 4), oum
est un réel. Donne 'angle au dixiéme de degré.

@ Calcule AB, AC, BC en valeur exacte, puis A—B> A_C>’
Déduis-en la nature du triangle ABC.

@ Exprime AD? en fonction de m, puis détermine les
valeurs de m pour lesquelles AD = +/30.

@ Pour chacune de ces valeurs, calcule ﬁ . ﬁ Laquelle
donne un angle DAC aigu? Justifie.

@ Pour la valeur de m retenue, calcule I’angle DAC.

% %% Aquarium : repére orthonormé
obligatoire et angle droit a rebours — Un aquarium est
modélisé par le pavé droit ABCDEFGH ci-dessous (unité :
le décimetre), avec AB =4, AD =2et AE = 2. T estle
milieu de [FG]. On pose 7 = Tiﬁ’ 7= %ﬁ et k = %ﬁ Le
repere (A; 7, j, k) est orthonormé. Donne ’angle au dixiéme
de degré.

H G
B & =
2 cm E
D!
P GEEE L PR -- C
2c
A 4 cm B o

 —

@ Zoé se place dans (A; AB, AD, AE),ou G(1;1; 1), et
écrit AG = v12 + 12 + 12 = /3. A-t-elle raison ?
Justifie, puis calcule AG.

-

@ Donne les coordonnées de I dans (4; 7, j, k). Lucas
écrit AG- Al =4 x2x2+4x1x2=24. Corrige son
calcul.

@ Calcule AT en valeur exacte, puis I’angle GAI

@ M est le point de [AB] tel que AM = m, avec
0 < m < 4. Détermine les valeurs de m pour lesquelles
le triangle DM I est rectangle en M.

onz B N
n Orthogonalité de droites et de
plans, vecteur normal )
N a
A retenir : 7 normal a P (ou (d) L P) : orthogonal a
DEUX vecteurs NON colinéaires de P. Plans : 11, 7’
colinéaires < paralltles ; 71 - i’ = 0 < perpendiculaires.
Droites perpendiculaires = orthogonales ET sécantes.
y,

* Tests d’orthogonalité et points d’un
plan — L’espace est muni d’un repére orthonormé

(0;7 7, k).

@ Les vecteurs 4 (%, —-3; 2) et U (4; 1; %) sont-ils
orthogonaux ? Justifie.

@ Les vecteurs 4(—2; 5; 1) et w(1; 2; —3) sont-ils
orthogonaux ? Justifie.

@ Donne un vecteur normal au plan P : 4o — 32+ 7 = 0.

@ Le point A(2; —1; 5) appartient-il au plan 3z + 2y —
z+ 1 =07 Justifie.

@ Trouve le réel d tel que B(—1; 3; 2) appartienne au
planz — 4y +2z+d = 0.

@ Trouve le réel m tel que u(m; 2; —3) et ¥(5; m; 2)
soient orthogonaux.
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(suite)
rm=3—t

Lesdroites A;: y=1+2t,t€Ret Ay:

z =2t
(m =4+42s
iy =4+ s , s € R sont-elles perpendiculaires 7
z=2
Justifie.

Comparer des vecteurs normaux —

[ Ex.23 By

L’espace est muni d’un repére orthonormé (O; 7, 7, k).

@ LesplansP; : 22 —y+32—4=0etPy:x+ 5y + 2+
2 = 0 sont-ils perpendiculaires ? Justifie.

@ Lesplans Q1 :3z — 6y +9z+1=0et Q5 : —x + 2y —
3z + 4 = 0 sont-ils paralléles ? Justifie.

© z=1+4t

Ladroited : { y = —2¢
z=3+6t
auplan P; : 22 — y + 3z — 4 = 07 Justifie.

, t € R est-elle orthogonale

@ Trouve le réel m tel que les plans ma +2y —z+1=10
et 3z — y + mz = 0 soient perpendiculaires.

O T=2+t

Ladroited : { y =1+t , t € R est-elle orthogonale au
z=—1
plan R :  + 2y + 3z — 5 = 07 Justifie.

Donne une équation cartésienne du plan parallele a
P1:2x — y + 3z — 4 = 0 passant par I’origine O.

%% ' Lagrande diagonale d’un cube, sans
coordonnées — Inés modélise dans un logiciel 3D un cube
ABCDEFGH d’aréte a (a > 0). Tu travailles sans
coordonnées : les arétes [AB], [AD] et [AE] sont deux a deux
orthogonales et de longueur a.

H G

A B
_— = -

@ Ecris AG en fonction de AB, AD, AE, puis démontre

que A -ﬁ:OavecBD:ﬁ—TB}.

|

@ Lina affirme : «A—>G . ﬁ = 0, donc la droite (AG) est
orthogonale au plan (BDE).» A-t-elle raison ? Justifie.

@ Démontre que la droite (AG) est orthogonale au plan
(BDE).

Déduis-en que les droites (AG) et (DE) sont
orthogonales.

@ Les droites (AG) et (DE) sont-elles perpendiculaires ?
Justifie.

%% - Renfort de charpente dans une caisse
— Malik, charpentier, renforce une caisse en forme de pavé
droit ABCDEFGH avec une planche triangulaire BDE.
Dans un repére orthonormé d’origine A : B(4; 0; 0),

D(0;2;0),E(0;0;3)et G(4;2; 3).

H G
E /. F
3cm i
D c
A Tom 2 cm

@ Calcule les coordonnées de B D et ﬁ, puis justifie que
ces vecteurs ne sont pas colinéaires.

@ Trouve un vecteur 7 normal au plan (BDE) de
premiere coordonnée 3.

@ Théo affirme que 7 (1; 2; 0) est normal au plan
(BDE) car m - BD = 0. A-t-il raison ? Justifie.

@ Une cloison est modélisée par le plan
Q:2z —y—8=0.Leplan (BDE) est-il
perpendiculaire a Q ? Justifie.

@ La droite (AG) est-elle orthogonale au plan (BDE)?
Justifie.

% %% La tige et la vitre d’une lanterne

cubique — Nora fabrique une lanterne en forme de cube

ABCDEFGH d’aréte 1 dm. Elle y place une vitre

triangulaire ACH et une tige [DF]. On se place dans le
—_— — —

repére orthonormé (4; AB, AD, AE), ot A(0; 0; 0),

C(1;1;0),D(0;1;0),F(1;0;1)et H(0; 1;1).

H G
Di.._] c
A B

@ Calcule DF' - AC. Hugo en conclut que les droites (DF')
et (AC) sont perpendiculaires. A-t-il raison ? Justifie.

@ Démontre que la droite (DF) est orthogonale au plan
(ACH). Déduis-en, sans calcul, que (DF') et (CH) sont
orthogonales.

@ Déduis-en une équation cartésienne du plan (ACH).

@ La droite (DF') coupe le plan (ACH) en K. Détermine
les coordonnées de K, puis la distance du point D au

plan (ACH).

@ Calcule le volume du tétraédre ACDH en prenant
ACD pour base. Déduis-en 'aire du triangle ACH.
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%% % Le panneau solaire et ses supports —
Yanis fixe un panneau solaire incliné en trois points
A(1;2;3),B(0; —2;0) et C(3; 0; 4). Ces points sont

-

donnés dans un repére orthonormé (0 ; 7, 7, k) d’unité 1 m.

@ Justifie que A, B et C définissent un plan. Détermine
ensuite un vecteur 7% normal au plan (ABC) dont
Pordonnée vaut 1.

@ Déduis-en une équation cartésienne du plan (ABC).

@ Pour m réel, une barre de support est posée sur le plan
On:x+my+ 2z —1=0. Trouve m pour que
9., L (ABC). Q,, peut-il étre parallele a (ABC)?
Justifie.

@ Un second panneau est posé sur le plan R : « + %y —

z + 3 = 0. Détermine la position relative de R et de
(ABC). Justifie.

@ A est la droite qui passe par A et qui est orthogonale a
(ABC). Détermine les points M de A situés 4 6 m du
plan (ABC).

%% % La tente pyramidale et sa lampe —
Camille monte une tente en forme de pyramide SABCD a
base carrée. On se place dans un repére orthonormé d’origine
H, le centre de la base (unité : 1 m), avec A(—2; —2; 0),
B(2; -2;0),C(2;2;0),D(—2;2;0)et S(0;0; 2). Une

lampe est posée en H.

A

@ Montre que 7i(1; 0; 1) est normal au plan (SBC'), puis
déduis-en une équation cartésienne de ce plan.

@ Vrai ou faux : «Les pans (SBC) et (SAD) de la tente
sont perpendiculaires. » Justifie.

@ Détermine les coordonnées du projeté orthogonal K de
H sur le plan (SBC), puis la distance de la lampe  ce
plan.

@ Démontre que, pour tout point M du plan (SBC),
HM > HK, et que I’égalité n’a lieu que si M = K.

@ Détermine le projeté orthogonal P de H sur la droite
(SC) et la distance H P. Ce résultat est-il cohérent avec
la question précédente ? Justifie.

a ( E quation cartésienne d’un plan )

( ~
A retenir : Dansaz + by +cz+d=0,7(a; b; c) est
normal (ni un point, ni un vecteur directeur) ; d se
calcule avec un point du plan. Plan (ABC) :

— —
#-AB =17 -AC = 0, puis d, contrdle avec B et C. Plan

_> —
médiateur : AB et le milieu. 2 = 2 : normal k.

[ Ex. 29 B

repére orthonormé (O ; 7, 7, k), on donne le plan P; : 3z —
2+ 2z—-7=0.

Lire une équation de plan — Dans un

@ Donne un vecteur normal a P;.

@ Nora prend les coefficients pour former le point
N(3; —2; 1). N appartient-il 2 P; ? Justifie.

@ Le point A(2; —1; —1) appartient-il a P; 7 Justifie.

@ Détermine la cote z du point B(1; 4; z) pour que B
appartienne a P;.

@ Vrai ou faux? —6z + 4y — 2z + 14 = 0 est aussi une
équation de P;. Justifie.

@ Donne un vecteur normal au plan @ : 2y +6 =0 et
décris ce plan.

Détermine d pour que C(—1; 2; 5) appartienne au plan
z—4y+2z+d=0.

* Ecrire I’équation d’un plan — Le repére

(O; 7, 3, k) est orthonormé. Dans chaque cas, détermine une
équation cartésienne du plan.

@ Le plan passant par A(—2; 1; 4) et de vecteur normal
n(3; —1; 2).

@ Le plan passant par B(1; —3; —4) et orthogonal a ’axe
(02).

@ Le plan passant par C (% 525 71) et de vecteur normal
n(4; —2; —6).

@ Le plan passant par O et paralléle au plan
z—5y+224+9=0.

@ Le plan passant par D(2; 0; —3) et orthogonal 4 une
droite de vecteur directeur @(1; 4; —1).

%% = Un plan qui coupe un cube dans un
logiciel 3D — Dans un logiciel 3D, Malo modélise le cube
ABCDEFGH d’aréte 1. I est le milieu de [FG]. On se place

— - —
dans le repére orthonormé (A; AB, AD, AE).

H G
/I

N\

'
'
'
'
'
'
'
v

A B
@ Donne les coordonnées des points B, D et I.

. —_— =
@ Justifie que les vecteurs BD et BI ne sont pas
colinéaires.

@ Détermine un vecteur normal 7i(a; b; ¢) au plan (BDI)
en prenant b = 2. Vérifie-le sur ﬁ et sur ﬁ

Déduis-en une équation cartésienne du plan (BDI).
Controle-la avec D et I.

@ Détermine les coordonnées du point d’intersection de la
droite (AG) et du plan (BDI).
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%% - Le plan médiateur d’une diagonale de
charpente — Une charpente a la forme d’un cube
ABCDEFGH d’aréte 1. On se place dans le repére

— = =
orthonormé (A; AB, AD, AE). K est le milieu de [BH], J
celui de [AD] et I celui de [FG]. On note P le plan médiateur
de [BH].

a e
p LN ET
Ee
J j; """ """ c
A B

@ Donne les coordonnées de B, de H et de K.

@ Ines écrit : « Bﬁ (—=1;1; 1) est normal et B € P, donc
P:—x+y+2z+1=0.» A-t-elle raison ? Justifie et
corrige.

@ Justifie que P est parallele au plan Q : 2z — 2y — 2z +
5 = 0. Ces deux plans sont-ils confondus ? Justifie.

@ Etudie I'intersection de la droite (AC) et du plan P.

@ La droite (JI) a pour représentation paramétrique
=1
y=3,teR Etudie son intersection avec P.

z=t

% %% Un panneau solaire incliné — Ambre

installe un panneau solaire triangulaire. Dans un repére

-

orthonormé (O ; 7, 7, k) (unité : le metre), ses sommets sont
A(1; —2;0),B(3;0;1) et C(0; 1; 2).

@ Démontre que les points A, B et C définissent un plan.

@ Lou propose le vecteur normal 9(3; —2; —2) parce que
- . .
v - AB = 0. A-t-elle raison 7 Justifie.

@ Détermine un vecteur normal 71 & (ABC) dont la
premiere coordonnée vaut 1. Déduis-en une équation
cartésienne de (ABC'), puis contrdle-la avec B et C.

@ Noé trouve une équation de (ABC') dont le coefficient
de z vaut 3. Ecris-la sans refaire de calcul et justifie.

@ La plaque de fixation du panneau est le plan S : 2z +
2y + z — 3 = 0. Les plans (ABC) et S sont-ils
perpendiculaires ? Justifie.

% %% Trois trajectoires de drone au-dessus
d’une rampe — Une rampe de skate est modélisée par le
plan P : z 4+ 2y — 2z — 4 = 0 dans un repére orthonormé
(O 7%, 7, k) (unité : le métre). Timéo programme trois

z=1+2t r=4+2t
trajectoiresdedrone:dy : (y=—1+¢t,dy: qy=1¢ ,
z2=3+2t z=2t
z=3+1
d3:qy=1+t,teR
lz=2-t

@ Léo affirme : «@(1; 2; —2), lu dans I’équation, dirige la
rampe. La droite passant par O de vecteur directeur 4
ne coupe donc pas P.» Corrige son erreur en calculant
le point d’intersection.

@ Etudie la position de dy, puis celle de ds, par rapport 2
P.

@ Démontre que ds coupe P et donne les coordonnées du

point d’intersection.

@ r=1+mt

Pour unréel m,onposed,, : < y=2+t ,teR.
z=t

Détermine m pour que d,, ne coupe pas la rampe.

%% % Le plan médiateur des haubans d’une
tente — Yanis monte une tente. Dans un repére orthonormé
(057,73, E) (unité : le metre), le sol est le plan d’équation
z = 0. Deux haubans sont attachés en A(1; —3; 2) et en
B(5; —1; 0). La toile centrale suit le plan médiateur P de
[AB].

@ Détermine une équation cartésienne de P.

@ Le piquet central est planté au sol en C(c; 0; 0).
Détermine ¢ pour que C soit a égale distance de A et de

B.

@ Donne un vecteur normal au sol. Justifie que P et le sol
sont sécants. Sont-ils perpendiculaires ? Justifie.

@ Pour un réel k, on pose Ty : 6z + 3y — 3z + k = 0.
Justifie que 7 est paralléle a P, puis trouve k pour
qu’ils soient confondus.

®
Le mat suit la droite A : ( y =1, t € R. Détermine le
lz=t
point M ou il traverse P, puis vérifie que M A = MB.

2z : N )
a Projeté orthogonal et distance a
un plan
p J
N N
A retenir : Projeté de M sur P : on remplace M + tii
dans I’équation, d’oli ¢, puis H et M H = || x ||7]| (ex.
t=—1%, |1 =v6: MH = @) Un point H du plan
n’est le projeté que si M H est normal.
J
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| Ex. 36 R

Dans un repére orthonormé (O ; 7, 3, k), un panneau solaire
incliné est modélisé par le plan P : 22 — 3y + 6z —1 =0et
un capteur par le point M (1; —2; 7).

Capteur et panneau solaire incliné —

@ Lis un vecteur normal 7 & P et calcule ||7]|.

@ Donne une représentation paramétrique de la droite A
passant par M et orthogonale a P.

@ Détermine le parameétre ¢ du point d’intersection H de

A et de P.
@ Donne les coordonnées de H et vérifie que H € P.
@ Calcule la distance M H du point M au plan P.
@ Calcule la distance du point A(—1; 3; 2) au plan P.

Cex 37 1S

rayon laser suit la diagonale (AG) d’une vitrine en forme de
pavé ABCDEFGH avec AB =2, AD =4, AE = 2. On se
place dans le repére orthonormé d’origine A ot B(2; 0; 0),
D(0;4;0) et E(0; 0; 2). K est le centre du pavé.

Rayon laser dans une vitrine — Un

H G
E R
2 /,:I:E‘ """" C
Dy
- »” 4 cm
A 2cm B

@ Donne les coordonnées de G et de K.

@ Justifie que (AG) admet la représentation
=1
paramétrique { y = 2t , t € R.
(2=t

@ K est sur (AG). K est-il le projeté orthogonal de B sur
(AG) ? Justifie.

— —
@ Pour le point M (¢; 2t; t) de (AG), exprime BM - AG

en fonction de t.

@ Déduis-en les coordonnées du projeté orthogonal H de

B sur (AG).
@ Calcule la distance du point B 2 la droite (AG).

%% '~ Drone au-dessus d’une rampe — Dans
un repere orthonormé, une rampe est modélisée par le plan
R :2z+ 2y — z — 3 =0 et un drone par le point D(3; 4; 2).
On note 7i(2; 2; —1).
|2x3+2x4-2]
22192 (—1)?
pourquoi sa méthode n’est pas acceptée et repére son

@ Malo écrit : «distance = = 4». Explique

erreur de calcul.

@ Donne une représentation paramétrique de la droite A
passant par D et orthogonale a R, puis le parametre ¢
du projeté orthogonal H de D sur R.

@ Donne les coordonnées de H et vérifie que H € R.

(suite)

@ Ings écrit : « DH =t x ||7i|| ». Corrige son erreur et
calcule la distance du drone a la rampe.

@ Détermine le point D’ de A, différent de D, dont la
distance a R est égale a DH.

%% ' Tétraédre dans un cube en 3D — Dans
un logiciel 3D, Clara modélise un cube ABCDEFGH d’aréte

—_—
1, avec le repére orthonormé (A4 ; AB, AD, AE). I estle
milieu de [BD)].

A B

@ Donne les coordonnées de B, D, E, G et vérifie que = +

y + z — 1 = 0 est une équation cartésienne du plan
(BDE).

@ I appartient & (BDFE). Noé affirme que I est le projeté
orthogonal de G sur (BDFE). A-t-il raison ? Justifie.

@ Détermine le projeté orthogonal J de G sur (BDE),
puis la distance de G au plan (BDE).

@ On admet que le triangle BDE a pour aire § Déduis-
en le volume du tétragcdre BDEG.

@ Calcule le volume du tétra¢dre ABDE en prenant
ABD pour base, puis déduis-en la distance de A au
plan (BDE).

% %% Pyramide de verre — Une pyramide de
verre SABCD a pour base le carré ABCD de c6té 4 m. Sa
hauteur [SH| mesure 4 m. On se place dans un repére
orthonormé (unité : le métre) ot A(0; 0; 0), B(4; 0; 0),
C(4;4;0),D(0;4;0)et S(2; 2;4). Onnote 7i(2; 0; 1).
Distances en valeur exacte.

@ Démontre que 7 est normal au plan (SBC), puis
déduis-en une équation cartésienne de (SBC).

@ Détermine les coordonnées du projeté orthogonal K de
A sur (SBC), puis la distance de A au plan (SBC).

@ Yanis affirme : «Le milieu I de [BC] est dans (SBC),
donc AT est la distance de A au plan (SBC).» A-t-il
raison ? Justifie.
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(suite)
@ Calcule le volume du tétraédre SABC en prenant ABC
pour base, puis déduis-en ’aire du triangle SBC'

%% % Lanterne et toile de tente — Dans un
repére orthonormé (unité : le métre), un pan de toile de tente
est modélisé par le plan P : 2z — 2y + z — 3 = 0, de vecteur
normal 7(2; —2; 1). Une lanterne est au point M (6; —2; 5).
Un arceau posé sur la toile suit la droite (d) :

zr=1+s

y=1+2s, s € R, de vecteur directeur @(1; 2; 2).
lz=3+2s

@ Cas général : H est le projeté orthogonal d’un point M
sur un plan P et N un point de P. Démontre que
MN? = MH? + HN?, puis déduis-en que H est le
point de P le plus proche de M.

@ Détermine les coordonnées du projeté orthogonal H de
la lanterne M sur P.

@ Vrai ou faux ? Justifie : «La lanterne M est 4 moins de
5 m du plan P.»

@ Détermine les coordonnées du projeté orthogonal K de
M sur la droite (d), puis calcule M K.

(o) Calcule HK, vérifie que MK? = MH” + HK? et
explique ce résultat avec la premiére question.

%% Planche de charpente dans un hangar
— Un hangar est modélisé par le pavé ABCDEFGH avec
AB =4, AD = 2 et AE = 2 (en métres). Une planche de
charpente occupe le plan (EFC). Dans le repere orthonormé
d’origine A (unité : le metre) : B(4; 0; 0), C(4; 2; 0),
D(0;2;0),E(0;0;2),F(4;0;2),G(4;2;2),H0; 2; 2).
Distances en valeur exacte.

@ Démontre que la droite (AH) est orthogonale au plan
(EFC), puis déduis-en une équation cartésienne de
(EFC).

@ Léa cherche le projeté orthogonal de B sur (EFC) avec

—
la droite passant par B dirigée par EC. Montre qu’elle
échoue, explique son erreur, puis détermine ce projeté

et la distance de B & (EFC).

@ Pour s € [0; 1], le point M (4s; 2s; 2s) décrit [AG].
Exprime la distance de M a (EFC) en fonction de s.
Pour quel point est-elle nulle 7 Justifie.

@ Détermine les coordonnées des points M de [AG] situés
a la distance g du plan (EFC).

@ Calcule laire du triangle EFC, puis le volume du
tétraédre GEFC en prenant EFC pour base.

( Sujets type bac )

A retenir : Repere li€ au cube : lis chaque coordonnée

sur les arétes. Projeté : M + t7i dans I’équation —t — H,
puis MH = |t| x |7 (ex. t = —4, 7] = V2:
MH = 4+/2). Un point du plan n’est le projeté que si

—
M H est normal.

(Ex. 43 R

orthogonalité — Malik étudie une charpente cubique
ABCDEFGH d’aréte 1 dans le repére orthonormé

—_— — —
(A; AB, AD, AE). I est le milieu de [FG] et J le point de

[AE] tel que AJ = iAE. Donne les résultats en valeur
exacte.

Charpente cubique : coordonnées et

H G
E 1
f A N \_‘
It A£D c
A B

@ Donne les coordonnées des points G, I et J.

@ Calcule les coordonnées du vecteur 412
@ Calcule la longueur J1I.

@ Les droites (AI) et (CH) sont-elles orthogonales ?
Justifie.

- —
@ Les vecteurs JI et AG sont-ils orthogonaux ? Justifie.

@ Calcule la distance DI.

X

— Yasmine fixe un panneau solaire incliné selon le triangle
BDE d’un cadre en forme de pavé ABCDEFGH. Dans un
repére orthonormé d’origine A (unité : le metre), B(2; 0; 0),
D(0;4;0)et E(0;0;2).OnnoteP: 2z +y+22z—4=0.

Panneau solaire dans un cadre en pavé

H G
D
2 cm SN C
- g 4 cm
A 2 cm B

@ Vérifie que les points B, D et E appartiennent au plan
P.

@ Lis un vecteur normal 72 au plan P.
@ Le sommet G appartient-il au plan P ? Justifie.
@ La droite (AG) est-elle orthogonale au plan P ? Justifie.

@ Les plans P et Q : z + 2y — 2z = 0 sont-ils
perpendiculaires ? Justifie.

@ Détermine le réel d tel que le plan P’ : 22 + y + 2z +
d = 0 passe par G.
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%% - Logiciel 3D : du vecteur normal au
volume — Inés modélise dans un logiciel 3D un cube
ABCDEFGH d’aréte 1, dans le repére orthonormé

(4; TB>, ﬂ)), A4E>) I est le milieu de [AE]. Donne les
résultats en valeur exacte. Au bac, un résultat «démontre
que » peut servir pour la suite méme si tu n’as pas réussi a le

démontrer.
H G
b F
I
P c
A B

@ Donne les coordonnées des points B, D, G et I.

@ Démontre que 7(1; 1; 2) est normal au plan (BDI),
puis déduis-en une équation cartésienne de ce plan.

@ Détermine une représentation paramétrique de la
droite A passant par G et orthogonale a (BDI), puis
son point d’intersection K avec (BDI) et la distance de
G au plan (BDI).

@ Justifie que K est le milieu de [BD)] et que
(IK) L (BD), puis calcule laire du triangle BDI.

(¢) Déduis-en le volume du tétrazdre GBDI.

%% Drone au-dessus d’une rampe : les
erreurs de Noé — Une rampe est le rectangle BCHE tracé
dans un pavé ABCDEFGH, dans un repére orthonormé
d’origine A (unité : le metre) ot B(4; 0; 0), D(0; 5; 0) et
E(0; 0; 3). On admet que le plan R = (BCH) a pour
équation 3z + 4z — 12 =0 ; on note 73(3; 0; 4). Un drone se
trouve en M (5; 2; 12—1)

3cm o Sl Ese C

A 4cm B

@ Noé affirme : « N(0; 2; 3) est sur la rampe, donc c’est
le projeté orthogonal de M sur R.» A-t-il raison ?
Justifie.

@ Détermine une représentation paramétrique de la
droite passant par M orthogonale a R, puis le projeté
orthogonal K de M sur R.

@ Noé écrit « MK =t x ||| = —5», puis vérifie avec une
formule de distance toute faite. Corrige-le et donne la
distance de M a R.

— —
@ Justifie que MK - KN = 0, puis déduis-en MN a l’aide
de MK et KN.

@ Le drone descend sur la droite (M K) jusqu’a étre a 2,5
m de la rampe, du c6té de M. Détermine sa position L.

% %% Pyramide de verre : distance, volume
et aire — Lina étudie la maquette d’une pyramide de verre
SABCD abase carrée de centre H. Dans un repére
orthonormé d’origine H (unité : le métre), ona A(2; —2; 0),
B(2;2;0),C(-2;2;0),D(—2; —2;0) et S(0; 0; 4). Les
résultats se donnent en valeur exacte.

@ Détermine un vecteur normal 71 au plan (SBC), puis
déduis-en une équation cartésienne de ce plan.

@ Montre que le point K (2; g ; %) est le projeté
orthogonal de A sur le plan (SBC).

@ Déduis-en la distance du point A au plan (SBC).

@ Calcule le volume du tétraedre SABC en prenant pour
base le triangle ABC'.

@ Déduis-en laire du triangle SBC, puis vérifie-la par un
calcul direct.

% %% Rayon laser et miroir plan dans un
pavé — Sacha place un miroir plan dans une boite en forme
de pavé ABCDEFGH avec AB =4dm, AD =2dmet

AE = 2 dm. On utilise le repére orthonormé (4; 7, 7, E)
(unité : le décimetre) ot B(4; 0; 0), D(0; 2; 0) et

E(0; 0; 2). Le miroir est le plan (IJK), ot I, J et K sont les
milieux de [BF|, [DC] et [EH]. Les angles s’arrondissent au

dixieéme de degré.

—_— - =
@ Explique pourquoi le repére (A; AB, AD, AE) n’est
pas orthonormé, puis donne les coordonnées de I, J et
K.

@ Démontre que 7(1; 2; 2) est normal au miroir (IJK),
puis déduis-en une équation cartésienne de ce plan.

@ Le laser part de A et vise G. Détermine les coordonnées
du point L ot le rayon (AG) frappe le miroir.

@ Calcule ’angle géométrique entre les vecteurs ﬁ et
(angle d’incidence du rayon).

@ Sacha affirme que la distance de G au miroir est GL.
Détermine le projeté orthogonal R de G sur le miroir,
puis corrige Sacha.
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%% % Antenne et toit incliné : du plan au
volume — Hugo modélise un local technique cubique
ABCDEFGH d’aréte 6 m dans le repére orthonormé

(457, 7, E) (unité : le metre), avec B(6; 0; 0), D(0; 6; 0) et
E(0; 0; 6). Les points I et J sont les milieux de [EF] et
[EH]. Le toit incliné suit le plan (BDI). Un cible d’antenne
relie G au toit par le chemin le plus court. Les résultats se
donnent en valeur exacte.

A B

@ Donne les coordonnées de I et J. Montre que le plan
(BDI) a pour équation 2z + 2y + z — 12 = 0, puis que
J appartient a ce plan.

@ Donne une représentation paramétrique de la droite A

passant par G et orthogonale au toit, puis les
coordonnées du point P d’intersection de A et du toit.

@ Démontre que P est le point du plan (BDI) le plus
proche de G, puis déduis-en la distance de G au toit.

@ Détermine le projeté orthogonal @) de J sur la droite
(BD), puis calcule I'aire du triangle BDJ.

@ Déduis-en le volume du tétracdre GBD.J.

benprofparticulier.fr - 12



