Terminale maths complémentaires / Primitives —

corrigé

benprof
particulier.fr

Vérifier qu’une fonction est une

om -
@F’(w):4$3—3><2a:+0:4$3—6w:f(m):Fest

une primitive de f sur R.

® (1) = -2, donc F'(a) = -2 x () = 2 = f(a) sur

primitive, équation y’ = f

Automatismes : je dérive F

10; +o0l.
(© (V&) = 7=, donc F'() = 4 x 4= = L = f(z) sur
10; +o00].

@ Forme e*** aveca =5: F'(z) = § x 5’ ? = ™ % =

f(z) sur R.

@ In n’est définie que sur ]0; +oco[. Produit : (zlnz) =
I1xlnz+xx g—lg =Inz+1,donc F'(z) =lnz +1—
l1=Inz = f(x).

@ Sur I, 2z + 3 > 0. Forme Inu avec u(z) =2z + 3:

Fl(z) = 28 = 225 = f(2).
*
@ Vrai: (F +5) = F' + 0 = f. Par exemple, z° et 2° + 5

ont la méme dérivée 3z2.

Automatismes : vrai ou faux ?

@ Faux : 422 est une primitive, mais 42? + 1 aussi, car sa
dérivée vaut 8z. Les primitives sont les 4z + k : on ne

dit «la» primitive qu’avec une condition.

@ Vrai : les solutions de y' = f sont les primitives de f, et
(" +4z + k) =e” +4.
@ Faux : In n’est définie que sur |0 ; +o00][. C’est sur cet

intervalle seulement que (Inz)’ = 1.

@ Faux : par la dérivée d’un produit, F'(z) = 2ze® +

ze® = (2% 4 2x)e® # 2xe”.
@ Faux:ona F' = f,pas f' = F.Ici f'(z) = 4€*® # €*.

*% - L’erreur de Malik
@ Son calcul de f/(z) est juste, mais il ne sert A rien. La
définition demande F’' = f, pas f' = F : il faut dériver
F, jamais f.
@ Produit avec u(z) = 2z — 1, v/(z) = 2, v(z) = e*® et
v'(z) = 2e?* : F'(z) = 2e®* + (2z — 1) x 2% = (2 +
4z — 2)e¥ = 4ze®™ = f(z).

Donc F est une primitive de f sur R.

(suite)

@ Les primitives de f sur R sont les fonctions
x> (22 — 1)e*® + k, k réel.

(D) G0)=(0—-1)" + k=—1+k=5,donck =6 et
G(z) = (2z — 1)e** + 6. Cette primitive est unique.

%% - Trouver aetb

@ Produit avec u(z) = az + bet v(z) = e : F'(z) =
ae® + (axz + b)e® = (az + a + b)e”.

@ F' = f pour tout réel z, et e > 0, donc ax +a + b =
3z — 1 pour tout x. Par identification, a = 3 et
a+b= —1,so0it b= —4. Controle : ((3z — 4)e”)' =
3e” + (3z — 4)e” = (3z — 1)e”.

@ Les solutions de 4’ = f sont les primitives de f : ce sont

les fonctions z — (3z — 4)e” + k, k réel.

@ Les solutions sont les (3z — 4)e” + k. Or y(1) = (3 —
4)e! + k= —e+ k,donc —e + k = 0, soit k = e. Ainsi

y(z) = (3z — 4)e” + e : cette solution est unique.

%% Deux primitives, une constante
@ F’(m) _ dexa—(2041)x1 2% 1

2 z2

’ _ (4z—3)xz—(222—3z+1 422 3z—2z>43x—1 _ 2221
O

@ F' = G’ : F et G sont deux primitives sur I de la méme

. 27
fonction z — 2L,

@ F(z) — G(z) = 2t 4120t isa] 1’2;”2 ol — 32 — 3 Clest
cohérent : sur un intervalle, deux primitives d’une

méme fonction different d’une constante.

@ Les primitives de f sur I sont les F/(z) + k. Or
F(1)=3,donc3+k=0et k= —3. Ainsi
H=F —3=G,etonabien G(1) = &=+ = 0.

%% % Type bac : une primitive avec In

@ In(z) n’est défini que pour z > 0, donc on travaille sur
I =]0; +o0]. Sur cet intervalle, F" est dérivable. On
dérive le produit 22% In(z) avec u(z) = 222, u'(z) = 4z,
v(z) = In(z), v'(z) = L : F'(z) = 4zln(z) + 222 x L —
2z = 4z In(z) + 2z — 2z = 4z In(x).
Donc F' = f : F est une primitive de f sur |0;+oo[. On
a dérivé F, pas f.
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(suite)

@ Non. F' est une primitive de f, mais ce n’est pas la
seule. Par exemple, H(z) = 2z? In(z) — 2% + 7 vérifie
aussi H'(z) = 4z In(zx). Sans condition, on dit «une»

primitive.

@ Sur I, g = 1 f. Par linéarité, 1 F(z) = $2° In(z) — 127
est une primitive de g sur |0; +o00[. Contrdle :

(322 In(z) — imz)/ =zln(z) + iz — iz = zln(x).

@ Les primitives de f sur I sont les 2z2In(z) — 2% + k, k
réel. Comme In(1) =0,ona G(1) =0—-1+k=k — 1.
Alors G(1) = 3 donne k = 4. Cette primitive existe et

elle est unique : G(z) = 2z In(z) — 2 + 4 sur ]0; +oo].

@ In(e) = 1, donc G(e) = 2e* x 1 —e®> +4 =€ + 4.
% %% Le réservoir de Saint-Malo

@ F est dérivable sur [0 ; +o00[ comme produit de
—(8¢ + 16), donc
u'(t) = =8, et v(t) = e %% doncv'(t) = —0,5e "%
(forme e*+?). Alors F'(t) = —8e~ %5 + 0,5(8¢ +
16)e %% = (—8 + 4t + 8)e *5 = 4t 05,
Donc F' = g : F est une primitive de g sur [0; +o0].

fonctions dérivables. On prend u(t) =

@ Les solutions de 4’ = q sont exactement les primitives
de q. Ce sont les fonctions t — — (8t + 16)e %% + k, ol

k est un réel.

@ Non. V(t) = F(t) + k, et la condition porte sur V(0),
pas sur k. Or F(0) = —16 x e’ = —16, donc
V(0) = —16 + k. Alors V(0) = 2 donne k = 18, et non
2.

Donc V (t) = 18 — (8t + 16)e %

(D V(4) =18 — (32+ 16)e 2 = 18 — 48e 2 ~ 11,5. Au

bout de 4 heures, la cuve contient environ 11,5 m3.

@ V'(t) = q(t) = 4te . Pour t >
e %% > 0, donc V'(t) >

[0; +00[ : le volume ne diminue jamais.

£1 «

@ Une constante k a pour primitive kz (et non 0) :
F(z) =7z sur R.

@ " = L= F(x) = < sur R.

@ Par linéarité : F(z) = 6 x %—3 —4x C”—; + 3z =223 —
222 + 3z sur R.

0,onadt > 0et

0. Ainsi V est croissante sur

Primitives des fonctions usuelles
et linéarité

Automatismes : fonctions de référence

@ Par linéarité : F(z) = 4e” — 2 X %4 = 4e” — %4 sur R.

(suite)

@ 4 — —1 donc F(z) =3 x (—1) = -2 sur]0; +oo0l.
@ 1 5 Inzsur]0;+oof, donc F(z) = 8Inz.

% — 24/z, donc F(z) = 6 X 24/ = 124/ sur |0; +o0|.
&

@ Forme ﬁ aveca = 4 et 4z + 1 > 0 sur cet intervalle :
F(z) =5x 1In(4z + 1) = 3In(4z + 1).

Automatismes : fonctions de az + b

@ Forme e®*’ aveca = —1: F(z) = —e ® sur R.

@ Forme (az 4+ b)" aveca=3,n=4: F(z) = 3 x
(3z—2)° _ (3z—2)°

— = ¢ sur R.

@ Forme ﬁ% avec a = 2 et 2z + 5 > 0 sur cet intervalle :
F(z) = $In(2z + 5).

@ Forme e®*b aveca = —2: F(z) =
736—21-%—5

6 x (—1)e2e+5 —

sur R.
@ Forme (az 4+ b)" aveca = —1,n = 2: F(z) = — 12
sur R.

%% ' Les erreurs de Léna

@ Non : F'(z)

primitiver). Avec " — % : F(z) =

= 2023 # 2° (elle a dérivé au lieu de
%6. Controle :

F'(z) = x5. C’est donc bien une primitive de f sur R.

@ Non : F'(z)

primitive 2z : F(z)

= 2% # 2? 4 2. La constante 2 a pour

= %3 + 2z. Controle :

F'(z) = 2% + 2. C’est donc bien une primitive de f sur
R.

@ Non : F'(z)
F(z) = te°*!. Contrdle : F'(z) = e**!. C’est donc

bien une primitive de f sur R.

= 25e52t1, Pour e%2?, on divise par a :

(@ Non: F'(z) = — 4, ily a une erreur de signe. Une

primitive de % est F(z) = —1. Controle : F'(z) = %

sur |0 ; +ool.

@ Oui: == — 24/x, donc 4 X 24/ = 8y/z. Contrdle :
F'(z) = 8 X —w = %. Sa proposition est donc juste
sur |0 ; +ool.

%% Vrai ou faux avec Hugo
@ Faux. Une primitive d’un produit n’est pas le produit
— 6z # f(z). On

3, d’oli une primitive

des primitives : F'(z) = z3 — 3z?

développe : f(z) = 2> — 2z —
13
3

x2 —2x — 3.

@ Vrai. G'(z

primitive de gsur R

— 22 — 32 sur R. Contrdle : sa dérivée vaut bien

+0 =22 = g(z) : G est bien une

(les primitives de g sont les % + k).
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2NN (suite)
@ Vrai. H'(z) =1 xlnz+azxi—-1=Inz=~h(z): H

est bien une primitive de h sur |0 ; +oo].

@ Vrai. P'(z) =2(z+2) =2z +4et Q' (z) =2z + 4:
méme dérivée. D’ailleurs P(z) — Q(z) = 2% + 4o + 4 —
22 — 4z = 4, une constante. Ce sont deux primitives de
T+ 2z +4sur R.

%% ' Transformer en somme avant de
primitiver

@ On développe : f(z) = 222 + 5z — 3. Par linéarité :
F(z) = % + 5—52 — 3z. Contrdle : F'(z) = 22 + bz —
3 = f(z). C’est donc une primitive de f sur R.

@ f(x) =+ 2. Usuelles z et 1 : F(z) = ”2—2 +4lnz.
Contrdle : F'(z) =z + ‘;1 = f(z). C’est donc une
primitive de f sur ]0; +o0[.

@ f(z) =5z — %. Comme & — —1: F(z) = 57“24—%
Controle : F'(z) = 5z — £ = f(z). C’est donc une
primitive de f sur ]0; 4o0].

D fz)=3+L=3+L.

Donc F(z) = 3z + 2,/z. Contrdle :
F'(z) =3+ % = f(z). C’est donc une primitive de f

x2

sur ]0; 4-o0[.

@ f(z) = €*® + 2¢®. Forme e’ aveca = 2 :
F(z) = 3€* + 2¢”. Contréle : F'(z) = €** + 2¢” = f(z)

. C’est donc une primitive de f sur R.

% %% Le réservoir d’une ferme prés de Gap
@ Sur [0; 400[, on a 3¢t + 2 > 0. Le terme constant 5 a

pour primitive 5¢ (et pas 0). Pour le deuxi¢me terme, on

A 1 _ 9. 6 _ 3
reconnait une forme o aveca = 3: s — 2 % ETaGh

qui a pour primitive 2In(3t 4 2). Pour le troisiéme
at+b

terme, on reconna’it e avec ¢ = —1 : une primitive

de et est }le*t = —et, donc une primitive de —4e~*
_ A _ _6

est 4e”*. Controle : (2In(3t + 2))' = 55 et

(4e ') = —4e*. Ces primitives conviennent.

@ Par linéarité, V(t) = 5t + 2In(3t + 2) + 4e ' + k, avec
k un réel. La condition V(0) = 50 donne
04+2ln2+4+k =50,donc k =46 — 2In 2.
Conclusion : V' (t) = 5t + 21In(3t + 2) + 4e " + 46 —

21n 2. C’est 'unique primitive de d qui vaut 50 en 0.

(©) V(10) = 50 4+ 21032 + 4 ' 4 46 — 2In 2 = 96 +
21n16 + 4719 ~ 101,5. Au bout de 10 h, le réservoir

contient environ 101,5 m3.

(suite)
@ Pourt >0,ona0<e®<1,donch—4e ! >1.De
plus, % > 0.
Donc d(t) > 1 > 0. Comme V' = d > 0, la fonction V
est strictement croissante sur [0 ; +-00] : le réservoir ne

fait que se remplir.

(e) V(13) & 117,0 < 120 et V'(14) ~ 122,2 > 120. Comme
V est croissante, le volume dépasse 120 m? pour la
premicre fois entre 13 h et 14 h. La premiere heure

entiere ot le réservoir a débordé est donc t = 14.

%* %% Deux méthodes, deux primitives : ou
est le probleme ?
@ (22 — 1)% = 8z® — 1222 4 6z — 1. On primitive terme 2
terme avec " — in—; :Fi(z) =8x ﬁ—4 —12 x %34—6 X
%2 — z, soit Fy(z) = 2z* — 423 + 322 — 2. Controle :
F|(z) = 8x3 — 1222 4 62 — 1 = f(x). F} est donc une

primitive de f sur R.

@ On reconnait (ax + b)" avec a = 2 et n = 3. Une

. o . 4 .
primitive de z3 est Z-. On ajuste avec le facteur % =1

K
Fy(z) = % x @ﬁ = %ﬁ Controle : Fy(z) =
4x2(22-1)?
—(8 L= (2z —

sur R.

1)3. F, est donc une primitive de f

(o) (2z — 1)* = 162* — 322® + 2422 — 8z + 1, donc
Fy(z) = 22" — 42> + 322 —z + 3. On obtient Fy(z) —
Fi(z) = % pour tout réel z. Les deux résultats ne se
contredisent pas : deux primitives d’une méme fonction
sur un intervalle difféerent d’une constante. Ici, cette

constante vaut %, et les deux réponses sont justes.

@ Les primitives de f sur R sont les fonctions
T — %ﬁ + k, avec k réel. Pour z = %, on a
2x$—1=0,donc F (3) =0+k=3,douk=3.La

primitive cherchée est unique : F(z) = @ +3.

@ On ne divise pas une primitive par une autre : iln’y a
pas de reégle pour un quotient. On divise chaque terme
par 22, en utilisant 2—2‘/5 = ﬁ On obtient h(z) = 8z —

T

w—lz%—%etﬁ—>2\/5:H(w):4m2—1233+61nm—|—

T8y Controle: H'(z) =8z — 12+ ¢ — 5 + = =

12+46xLi—L +4x %.Sur}o;—l—oo[,avec%—ﬂnw,

h(z). H est donc une primitive de h sur |0 ; +oo].

a ( Formes 2u’u et u’eY )
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Automatismes : la forme 2u/u

*
@ On pose u(z

Une prlmltlve est F(z) =

@ On pose u(z)

Alors f = 1w/'u = 1 x 2u/u. Une primitive est
2 4

F(z) = K#L.

) =3z — 2,donc v/ (z) = 3 et f = 2u'u.
(3z — 2)2.

= 2%+ 6, donc u/(z) = 2z et z = 3/ ().

@ On pose u(z

f=vu= % x 2u/u. Une primitive est

F(z) = 3(22° — 1)~

@ On pose u(z
f=vu= % X 2u'u. Une primitive est F'(z) = %(.’/Bz +
z —5)2

@ On pose u(z

Une primitive est F(z) =

@ On pose u(z

T = 7§u’(z). Alors f = fz x 2u'u. Une primitive est
F(z) = —1(5— %>

*
@Onposeu = 22% — 5z, donc v/(z) = 622 —5et f =
u'e* sans ajustement. Une primitive est F/(z) = g2’ —5e,

@ On pose u(z)

Ainsi f = %u’ et et une primitive est F(x) =

@ On pose u(z

signe. Comme 4z = —2 x (—2z),ona f = —2u'e" et

= 223 — 1, donc v/(z) = 622 et
)=2?+x—5,doncu/(z) =2z + let

) =¢€" +1,donc v/(z) = €” et f = 2u'u.
(e® +1)%

=5—2z’ doncu(m) —2z et

Automatismes : la forme use!

= 2%, donc v/ (z) = 2z et 3z = 3 x 2z.
3
3€"

=1 — 22, donc v/(z) = —2z : attention au

une primitive est F|(z) = —2e' .

@ Onposeu( :m2—|—2m donc u'(z) :2w+2 =2(z +
Vet f= v, Une primitive est F'(z) = le¥ 22,

@Onposeu( =z%+ 1,donc u'(z) = 3z% et f = ue“

Une primitive est F(z) = 1e® ey

@ On pose u(z

primitive est F(z) = 3¢

) = 4, donc v/(z) = 42> et f = 3u'e*. Une

%% - Repérer et corriger I’erreur
@ F'(z) = W = (2z — 3)(2? — 3z + 2)°.
Donc F'(—1) = (—5) x 62 = —180, alors que
f(=1) = (-10) x 6 = —60. Comme F'(—1) # f(-1),
F' # f et F n’est pas une primitive de f. Léna a utilisé

%, une formule qui ne correspond pas a la forme de f.

@ On pose u(z

f = 2u/u. Une primitive sur R est G(z)

) =% — 3z +2,donc v/(z) = 2z — 3 et

= (2% — 3z +
2)%. Contrdle : G'(z) = 2(2z — 3)(z? — 3z + 2) = (4x —
6)(z* — 3z + 2) =

u? , et non ?

f(z). Une primitive de 2u'u est donc

(suite)

@ H'(z) = —6z€> 3 = —h(z) : Malo a oubli¢ le signe
moins de «'. Avec u(z) = 2 — 322, on a v/(z) = —6z,
donc h = —u'e“. Une primitive correcte est

K(z) = —e2%"_ Controle : K'(z) = 6z 23 = h(z).
%% ' Vraiou faux ?
@ Vrai. Avec u(z) =z — 2%, onav/(z) = 1 — 2z, donc
f =u'e". Controle : F'(z) = (1 — 2z)e" " = f(z).
(b) Faux. G'(z) = 10 x 2 x 2z(z® — 4) = 40z(a? — 4) #
g(z). Avec u(z) = 2% — 4, on a u/(z) = 2z, donc
2u'u = 4z(z? — 4) et g = 3 x 2u'u. Une primitive est
5
5(172 — 4)2
@ Faux. La dérivée de e?” est 2z e’

facteur 2z soit présent dans la fonction. On ne peut

: il faudrait que le

ajuster qu’un coefficient constant, jamais un facteur en
. 2 o
z. La fonction z — e* n’a donc aucune primitive qu’on

puisse obtenir avec les formes du programme.

@ Vrai. F'(z) = G

primitives de x — —2z e

(z) = —2z e, donc F et G sont deux
-2, D’ailleurs, elles different

- G(z) =4

bien d’une constante : F'(z)

%% - La croissance d’un plant de tomate
@ On pose u(t) = —0,1¢?, donc u'(t) = —0,2t. Comme
2t = —10 x (—0,2t),onav = —10u'e", donc k = —10.
Les primitives de v sur [0 ; +00[ sont les fonctions
t — —10e~%1*" 1 ¢, avec c réel. Controle : la dérivée de

—10e 1 est —10 x (—0,2t)e 01 = 2t e 01,

@ Ona h(t) = —10e %" 4 cet h(0) = —10 + ¢ = 5, donc
¢ =15. Ainsi h(t) = 15 — 10e 1 Clest la seule

primitive de v qui vérifie h(0) = 5.

@ h(3) = 15 — 10e~%9 ~ 10,9. Au bout de 3 semaines, le

plant mesure environ 10,9 cm.

@ Pour tout ¢ > 0, e %! > 0, donc 15 — h(t) =
10 > 0. Le plant mesure donc toujours moins de
15 cm.
% %% Type bac : deux formes composées et
une condition initiale
@ Avec u(z) = 2® — 1, on a v/(z) = 2z, donc
2u/(z)u(z) = 4z(2® — 1). Ainsi g(w)
1) = 3 x 2u/(z)u(z), donc k =
dont une primitive est u2. Une primitive de g sur R est
donc G1(z) = 3(2 — 1)2. Controle : G} (z) =
2z(z? — 1) = 3z(x® — 1). Le résultat est juste.

$ x 4a(z? —

1. C’est la forme 2u'u,

Z><2><

benprofparticulier.fr - 4



(suite)
@ On pose u(z) = —2x2. Alors u'(z) = —4z, et
—8z = 2 x (—4x).
Donc h(z) = 2 x u/(x)e*®) : c’est la forme u'e* avec
k = 2. Une primitive de h sur R est Hy(z) = 2 2
Controle : Hi(z) = 2 x (—4z)e > = —8ze 2. Le

résultat est juste.

@ Par linéarité, les primitives de f sur R sont les fonctions
z 3@ -1) + 2¢ 2" 4 ¢, avec ¢ € R. On veut
F(0)=3:2(0-1)>4+2¢"+c=3,doncd +2+c=3
etc= ;11. Il existe une seule primitive qui convient :
F(z) = 3(22 - 1)2 + 2e72" 4 L. Controle : F'(z) =
3z(z? — 1) — 8z e = f(z). Le résultat est juste.

@ Onécrit G(z) = —4 x L x e 2 et on dérive le
produit : G'(z) = —1 (—;126*2“2 +1x (—490)6*2”2) =
(1+ 52) e 2" On trouve G'(z) # e 2" donc Noé a
tort. Son erreur : il a divisé par —4z, alors qu’on ne
peut ajuster qu’un coefficient constant. Dans e 2 seul,
le facteur —4x manque, et cette fonction n’est pas de la
forme u'e*.
%% % Le coiit de production d’une
fromagerie
@ On a v/(q) = 0,2q, donc 2u/(q)u(q) = 0,4¢(0,1¢> + 3).
Comme q = 2,5 x 0,4¢, on obtient ¢(0,1¢> + 3) = 2,5 x
2u'(q)u(q), donc k = 2,5. C’est la forme 2u'u, dont une
primitive est «%. Une primitive sur [0; 10] est donc
q — 2,5(0,1¢> + 3). On a ajusté le coefficient constant

2,5 et on n’a pas divisé par q.

@ Par linéarité, une primitive de g — 2 est ¢ — 2q.
Donc C(q) = 2,5(0,1¢®> + 3)? + 2q + ¢, avec c € R. La
condition C(0) = 20 donne 2,5 x 9 + ¢ = 20, soit
22,5+ ¢ =20et ¢ = —2,5. On obtient C(q) =
2,5(0,1¢2 + 3)% + 2q — 2,5. Controle : C'(q) = 2,5 x
2 % 0,2¢(0,1¢2 + 3) +2 = q(0,1¢®> + 3) + 2 = C,,(q). Le

résultat est juste.

() C(10) = 2,5 x (0,1 x 100+ 3)2 + 20 — 2,5 = 2,5 x
169 + 17,5 = 422,5 + 17,5 = 440. Produire 10 tonnes

colte 440 milliers d’euros, soit 440 000 euros.

(D) C(4)=25x 4,62 +8—2,5=529+55=584et
C(6) = 2,5 x 6,6 + 12 — 2,5 = 108,9 + 9,5 = 118 4.
Passer de 4 a 6 tonnes cotite C(6) — C'(4) = 60 milliers
d’euros. Passer de 0 4 4 tonnes coilite C'(4) — C(0) =
58,4 — 20 = 38,4 milliers d’euros. Comme 60 > 38,4,

Yanis a raison.

n ( Forme u’/u : primitives avec Iln )
*

@ u(z) =3z +1>0carz > —3, et u/(z) = 3: forme %,
donc F(z) = In(3z + 1).

Automatismes : la forme u//u exacte

@ u(z) =2>+7>0sur R, et v/(z) = 2z : forme %, donc
F(z) =In(z®+7).

@ u(z) =€e*+3 > 0care® >0, et v/(x) = e® : forme %,
donc F(z) = In(e” + 3).

@ u(z) = 2z — 4 > 0 seulement si z > 2, d’ol I'intervalle.
u'(z) = 2 : forme %, donc F(z) = In(2z — 4).

@ u(z) = 2* + 2z = z(2® +2) > Opourz > 0, et u'(z) =
3z2 + 2 : forme %, donc F(z) = In(z3 + 2z).

@ u(z) = 2% — 3z + 5 : son discriminant vaut 9 — 20 =

—11 < 0 et le coefficient de 2 est positif, donc u > 0
sur R. v/(z) = 2z — 3, donc F(z) = In(z* — 3z + 5).

x
@ u(z) = 5z + 2 > 0 sur 'intervalle, u/(z) = 5 :
f= % X %, donc F(z) = %ln(5x +2).

Automatismes : ajuster le coefficient

@ u(z) =2* +9 > 0sur R, v'(z) = 2z : 3z = & x 2,
donc f = £ x %etF(m): 2 In(z* +9).
@ u(z) =2* +1>0carz® > —1,v/(z) = 32%:

’

f=2x% donc F(z) =2In(z + 1).

u?

@ u(z) =e* +5>0,u/(z) =2e¥: f = 3 x %,donc
F(z) = $In(e*® +5).

@ u(z) = 2% + 2z + 3 : discriminant 4 — 12 = -8 < 0,
doncu >0.v/(z) =2z +2: f =1 x %,doncF(a:) =
+In(z® + 2z + 3).

@ u(z) =4 — 2> > 0sur| —2;2[,u(z) = —2z, donc

'

—z=1u(z): f =% x %, donc F(z) = $ In(4 — 2?).

%% Vraiou faux : les piéges du logarithme
@ Vrai. e* + 1 > 0, donc F est définie sur R. Avec u(z) =
e +letu(z)=e": Fl(z) =25 1= %%2 =
—1 = f(@).

Donc F est bien une primitive de f, alors que f n’est

pas directement de la forme %

@ Vrai. u(z) = 5 > 0sur |0;+ool et v'(z) =5: F'(z) =
2 =1 = f(z). Dailleurs In(52) =Inz + In5: F

difféere de In x d’une constante.

Donc F est bien une primitive de f.

@ Faux. In(z — 3) n’est défini quesiz — 3 > 0, soit ¢ > 3

: H n’est pas définie sur ]0; 3]. Elle est une primitive de

h seulement sur |3 ; +-0o[, ot H'(z) = -15.
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(suite)
@ Faux. La dérivée de % est —ﬁ, et non Inz. C’est la
dérivée de In z qui vaut % : on ne confond pas Inu et %
* % ' L’erreur d’Inés
@ u(z) = 2° +4 > 0 et v/(z) = 2z, donc F'(z) = -2

244
2f(z) # f(z). Inés a tort : elle a oublié d’ajuster le
coefficient.

@f 2 214—%><J—la,vecu>[)sur]R forme—.
Une pr1m1t1ve est 1 In(z? + 4). Contrdle : sa dérivée

vaut § x i = f(m)

@ Les primitives de f sont 1 In(z* +4) + k. G(0) =
iln4+k=0donnek = —3Ind4d=—In2.
Donc G(z) = 3In(z? +4) —In2.

@ Pour obtenir v/(z) = 2z au numérateur, il faudrait
multiplier par 2z, qui dépend de z. On n’ajuste qu’un
nombre, jamais un facteur en z : g n’est pas de la forme

Ex X

u

%% - Coiit total d’une brasserie
@ Pourqg>0,2g+1>

w'(g) = 2, donc 325 =3 X 32q =3 %

1>0.Avecu(q) =2q+1,
w(q)
u(q) *

@ Par linéarité : 2 a pour primitive 2q, et 3 x % (avec
u > 0) a pour primitive 31n(2g + 1). Une primitive est
g+ 2q+ 31In(2¢g + 1). Controle : sa dérivée vaut 2 +
3 x 2(}% = Cn(9).

() C(g) =2¢+3n(2g+1) + k, et C(0) =0+ 3In1+
k=k=5.
Donc C(q) = 2g + 31n(2q + 1) + 5.

@ 400 litres correspondent 3¢ =4:C(4) =8 +3In9 +
5 =13+ 31n9 =~ 19,592. Le colit total est d’environ
19592 €.

ok Logarithme du logarithme

@ Sur |1

u(z ) =Inz, denvable avec u'(z) =

,z>1donclnz >Inl = 0. On pose
L, donc g(z) =
ELz % : forme % avec u > 0. Une primitive est

G(z) = In(lnz). Controle : G'(z) = Ya _ 1

Inz zlnz’

Donc G est bien une primitive de g sur |1; +oo].

@ F'(z L = 2f(z). Maél a tort : il y

a un facteur 2 en trop. Avec u(z)

):2><%><1n:r:21n
=Inz,ona f =

u'u = % x 2u'u : forme 2u'u, avec un coefficient a

(ln z)?

ajuster. Une primitive de f est . Contrdle :

(ﬂ“—2L) = L 2z _ g,

x

(suite)
@ Par linéarité, les primitives de h sont H(z) = 4 X
% —3ln(lnz) + k = 2(Inz)? — 3ln(lnz) + k, ol k
est unréel. Commelne =1letlnl1=0:H(e) =2 —
0+k=2+k.Onveut2+ k =5,donck = 3. La
primitive cherchée est H(z) = 2(Inz)? — 3In(lnz) + 3.

@ Non. Sur |0;1[,Inz < 0, donc u = Inz n’est pas
strictement positive et In(In z) n’y est pas défini. La
formule «Inu» exige u > 0 sur tout 'intervalle :

Pexpression de G ne vaut que sur |1; +oo].

% %% Remplissage d’une citerne a Colmar

@ Pour tout ¢, %% > 0, donc %% + 4 > 4 > 0. On pose
u(t) = €% + 4 : u/(t) = 0,5e%%. Alors 60e%% = 120 X
0,5¢%% = 1204/(t), donc d(t) = 120 x —(%2 forme %
avec u > 0, et le coefficient ajusté est k = 120.

@ Les primitives de d sur [0;10] sont V (t) =
1201n(e%% 4 4) + ¢, ol c est un réel. Contrdle : V'(t) =
120 x %522 = d(t). Comme ¢ = 1, V(0) = 120In5 +c.
On veut V(0) = 200, donc ¢ = 200 — 1201n 5. Ainsi
V(t) = 1201n(e®" + 4) + 200 — 1201n5.

(©) V(10) = 120In(e® + 4) + 200 — 1201n5 ~ 610. Au bout
de 10 heures, la citerne contient environ 610 litres.
(© W(t) =120 x -5, done W'(t) = —120 x 8 =
0,5t
— (eg%t—ﬂ)z. Ce nombre est strictement négatif, alors que
d(t) > 0: W'(t) # d(t). W n’est donc pas une primitive

. s z !
de d. C’est In u, et pas %, qui a pour dérivée =-.

Primitive vérifiant une condition
tnitiale

Condition initiale : fonctions de

(Ex. 20 B

référence
@ Fonctions usuelles et linéarité : sur R, les primitives
sont F(z) =223 +2z+ k. F(1)=2+2+k=4+k=
3,donc k= —1: F(z) = 22° + 2z — 1.

@ Sur R, les primitives sont F(z) = z* — 5z + k.
F(0) = k = —2,donc F(z) = 2* — 5z — 2.

@ Sur ]0; +ool, les primitives de & sont F(z) = —1 + k.
F(1)=-1+k=0,donck=1:F(z)=1— 715

@ Sur ]0

F(1)=3lnl+k=kcarlnl =0,donck=5:
F(z) =3Inz +5.

@ Sur |0 [, les primitives sont F(z) = 24/ + k.
F(4):2X2+k:4+k:1,donck:f3:
F(z) =2z — 3.

; +00[, les primitives sont F(z) = 3Inz + k.
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(suite)

@ Sur R, les primitives sont F(z) = 3¢ + k. F(0) =
3¢9 +k=3+kcare =1.
Donc3+k=-1,dodk=—4:F(z) =3e* —4
(et non 3e” — 1).

Cex 30 B

@ Forme e avec a = 2 : les solutions sont
y(z) = e2z+k,y(0):%—Q—k:l,donck:%:

1
2
) = de + &

Equations y’ = f avec condition initiale

@ Forme e’ avec a = 3, on ajuste par % :sur R,
y(x) =} + k.y(0) = e + k= § +k =0, donc

k=-%:y(z)= %33”1—%.

@ Forme#%avecm—o—l>05ur]—1;+oo[:
y(@) =In(zx+1) + k. y(1) =In2+4 k = 0, donc k =
—In2:y(z)=ln(z+1) —In2.

@ Forme u'e* avec u(z) = 2%, u/(z) = 3z% : sur R,

y(z) :e”3+k.y(0):eo+k:1+k:3,d0nck:2:
y(z) = e’ +2.

@ Forme % avec u(z) = 3z% + 1, v/(z) = 6z, et u(zx) >
1>0surR:y(z) =In(3z> + 1) + k. y(0) =lnl+k =
kcarlnl=0,donck = 4:y(z) = In(3z* + 1) + 4.

@ Forme 2u'u avec u(z) = 22 — 3, u/(z) = 2z :
2u'u = 4z(2? — 3), donc y(z) = (z® — 3)2 + k. y(1) =
(22 +k=4+k=0,donck=4:

y(z) = (2 — 3)? — 4.
%% ' L’erreur d’Ines
(2) Avec F(z) = 2% — 2 +5: F(0) = 2" — 0+ 5 =2+

5 = 7. Comme 7 # 5, la réponse d’'Inés est fausse.

@ Ings a cru que F(0) = k. Or e° = 1, donc le terme 2¢?®
vaut 2en0: F(0) = 2 + k, pas k.

@ Forme e®'? avec a = 2: 4 x 3€** = 2e". Les
primitives de f sur R sont F(z) = 2¢* — z + k.
F(0)=2+k=05,donck =3:F(z) =2e?** —z + 3.

@ Fl(z) =2x 2% —1=4e¥® — 1= f(z) et
F(0)=2-0+3=5.

Donc F(z) = 2¢** — z + 3 est bien la primitive

cherchée.

%% = Vrai ou faux : unicité et contrdle
@ Vrai. F'(z) =1- 1 = f(z) et G'(z) =1 — 2 = f(z)

sur |0 ; +ool. Elles different de la constante 2, comme

deux primitives d’une méme fonction.

(suite)
@ Faux. Les primitives de f sont lesz — Inz + k. La
conditiondonnel —Inl4+k=1+k=1,donck =0:
une seule valeur de k, donc une unique primitive,

z—~x—Inz.

@ Faux. —e™” est bien une primitive de g, mais
H(0) = —e® = —1 # 0. Les primitives sont —e * + k ;
—1+4+k=0donnek =1,donc H(z) =1—e°.

(@) Vrai. y/(z) = 2z + 3 et y(2) =4+ 6 — 10 = 0. Par

unicité, c’est bien la solution cherchée.

%% ' Coit total d’une fromagerie

@ Par linéarité et avec les primitives des fonctions
usuelles, les primitives de C,, sur [0;20] sont ¢ — ¢3 —

12¢* + 60q + k, avec k réel.

(®) C(10) = 1000 — 1200 + 600 + k = 400 + k. Comme
C(10) = 900, on obtient k = 500.
Donc C(q) = ¢* — 124 + 60q + 500. Contrdle :
C'(q) = 3¢%> — 249 + 60 = Cy,.(q).

@ C(0) = 500 : ce sont les colits fixes, soit 50 000 €, payés

méme sans production.

(d) C(20) = 8000 — 4800 + 1200 + 500 = 4900 centaines
d’euros, soit 490 000 € pour 20 tonnes.
%% % Extrait de bac : une exponentielle
composée
@ On pose u(z) = z* — 1, donc v/(z) = 2z. Alors f(z) =
2 x 2z e 1 = 20/ (z)e"®) : c’est la forme u'e" avec un
coefficient 2. Une primitive de u'e" est €*, donc les
primitives de f sur R sont les fonctions z — 2% ! + k,
avec k réel. Controle : (2¢% 1) =2 x 2ze® ! =

2
4z e® 1.

@ F(z) = 2¢” 1+ k. On remplace z par 0 :
F(0)=2e ! +k.
Donc 2e! + k =0, d’olt k = —2e~!, une constante
négative. Conclusion : F(z) = 2¢” 1 — 2¢71. Controle :

F(0)=2e!—2e!=0,et F'(z) =4z el = f(z).

@ Toute primitive de f s’écrit 2¢7~1 + k. La condition en
0 donne une seule valeur, k = —2e¢~! : F est 'unique
primitive de f qui s’annule en 0. Or F(1) = 2 —
2e ! =2—-2¢e1 1,26 # —1.

Donc aucune primitive de f ne vaut 0 en 0 et —1 en 1.

@ G(z) = 2¢” ! 4 k. On remplace z par 1 : G(1) = 2¢" +
k=24k,cared =1.

Donc 2+ k = —1, d’ott k = —3. Conclusion :
G(z) = 2¢” 1 — 3. Controle : G1)=2-3=-1.
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(suite)

@ F et G sont deux primitives de la méme fonction f sur
Pintervalle R : elles different d’une constante. On
calcule : G(z) — F(z) = (21 — 3) — (2e7" 1 —
2e ') = —3 + 2e'. La constante vaut

2¢7! — 3~ —2,26.

% %% Le tournesol de Malo

@ On pose u(t) = t* + 1, donc v/ (t) = 2t, et u(t) > 1 >0
sur [0;10]. Alors v(t) =5 x 77 = 5%(3 forme £ . avec
u > 0, coefficient 5. Les primitives de v sur [0; 10] sont
les fonctions ¢t +— 51n(t? + 1) + k, k réel. Controle :
(5In(t* 4+ 1)) =5 x F5 = v(t).

@ h(t) = 51n(t* + 1) + k. La condition est h(1) = 12. On
remplace tpar1:h(1) =5In2 + k.
Donc5In2 + k =12,d’ott k = 12 — 51n 2. Conclusion :
h(t) =5In(t2 + 1) + 12 — 5In 2. Controle : h(1) =
5In2+12-5In2 =12.

() h(0) =5In1+12—5In2 =12 —5In2, carln1 = 0. Ici
h(0) est égal a la constante. h(0) ~ 8,5 : le tournesol

mesurait environ 8,5 cm le jour de la plantation.

@ h(7) =5In50 +12 —5In2 =12+ 5 % =12+
5In25 = 12 + 101n5.
Donc a = 12, b = 10, et h(7) ~ 28,1 cm.

(e) Onrésout h(t) = 22 : 51In(t> +
soit In(t? +1) =2 +1In2.
Donc t2 + 1 = €222 = 2¢2 puis 2 = 2e2 — 1. Comme

>0,t=+/2¢? — 1 ~ 3,7, qui appartient bien 2 [0; 10].

Le tournesol atteint 22 cm au bout d’environ 3,7

1)+12—5In2 =22,

semaines.
Primitives en situation : coiit,

a position, quantité

(Ex. 30 I

a partir de son taux
@ Fonction constante : Q(t) = 3t + k. Q(0) = k = 7, donc
Q) =3t+7.

Automatismes : retrouver la grandeur

(b) Linéarité : Q(t) = 2 — t + k. Q(0) = k = 2, donc
Qt) =2t —t +2.

@ Forme e®*? avec a = 0,5 : Q(t) = €% + k = 2e0% +
k. Q(0 ):2+k:5,donck:3etQ(t) = 2¢05 1 3.

(@) Lindarité : Q(t) = 265 + 2 + k. Q(1) = 3 + k = 10,
donc k = 7 et Q(t) = 2t3 + t? + 7. Attention, la

condition est donnée en 1, pas en 0.

(suite)

@ Formeﬁaveca—2et2t+1>05ur [0;400[ : une

primitive de TH est 3 In(2t + 1).

Donc Q(t) = 2 x %m(zt +1)+k=In(2t+ 1)+ k.
Q0)=Inl+k=%k=4,donc Q(t) =In(2t + 1) + 4.

X ~

grandeur entre deux instants

(2) F(t) =2 +3t: F(4) — F(0) =28 — 0 = 28.
() F(t)=83: F(2) —F(1) =8—1="1.

() Ft F(In3) —
@sz

() F(t) = —2t2: F(3) — F(1) = —18 — (~2) = —16. La

variation est négative : la grandeur diminue de 16

Automatismes : variation d’une

F0)=3—-1=2.

Intsur]0;+oo[:In6 —In2 =1In3.

(normal, ¢ < O sur [1;3]).

@ Forme (at + b)" aveca = 2: F(t) = ﬁ%ﬁ = %ﬁ.
F@)-F(1)=% - 1= 1.
%% Coiit total d’une usine de granulés
@ C est une primitive de Cy, sur [0;40] (linéarité) :
C(q) = 0,4¢* + 15q + k. Les coiits fixes donnent
C(0) = k = 1200, donc C(g) = 0,4¢* 4 15¢ + 1200.
Contrdle : C'(q) = 0,8¢ + 15 = C,,(q).

() Sur [0;40], C,(g) = 0,8¢ + 15 > 15 > 0, donc C est
strictement croissante : plus 1’usine produit, plus le colit

total augmente.

(©) €(30) — C(20) = 2010 — 1660 = 350. Produire les
tonnes de la 21° 4 la 30° coiite 350 €. Ici les coiits fixes
s’éliminent.

(4) C(25) = 0,4 x 625 + 15 x 25 + 1200 = 250 + 375 +
1200 = 1825 €. Lina trouve 625 = 250 + 375 : elle a

pris la primitive nulle en 0 et a oublié les coiits fixes, car

C(0) = 1200 et non 0.
%% '~ Altitude d’un drone
@ h est la primitive de v sur [0; 8] telle que A(0) = 20 :
h(t) = 12t — 1,5t + k et h(0) = k = 20, donc h(t) =
12t — 1,5¢2 + 20. Contrdle : A'(¢) = 12 — 3t = v(t).
@ v(t) > 0pourt < 4etv(t) <Opourt>4:hest

croissante sur [0;4] et décroissante sur [4; 8]. L’altitude

maximale est h(4) =48 — 24 + 20 = 44 m.

(©) n) -

carv < 0:entret =4sett=8s,ledrone descend de
24 m.

4) = 20 — 44 = —24. La variation est négative
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(suite)
@ Non. h(8) — h(0) = 0 veut seulement dire que le drone
revient a son altitude de départ. Il monte de 44 — 20 =

24 m puis descend de 24 m : il parcourt 48 m en tout.

%% -~ Remplissage d’une cuve de
récupération d’eau
@ Forme 5, avect +2 > 0 sur [0;48] :
V(t) = 601n(t + 2) + k. V(0) = 601n2 + k = 200, donc
k = 200 — 601n 2 et V'(£) = 60 In(t + 2) — 601n 2 + 200.
Controle : V'(t) = 2% = d(t).

(b) V(6) = 60In8 — 60In2 + 200 = 601n4 + 200 ~ 283,2
L.

@ d(t) > 0 sur [0;48], donc V est strictement croissante.
V(t) > 320 <= 60In (52) > 120 < &2 >
e? < t>2e* -2~ 12,78. La cuve dépasse 320 L au

bout d’environ 12 h 47 min.

(D) V(22) — V(6) = 60In24 — 60In8 = 60In3 ~ 65,9 L : la
cuve recoit environ 65,9 L entre la 6¢ et la 22¢ heure. Ce
n’est pas V(22), qui compte aussi ’eau déja présente.

* %% Coiit de production d’un atelier de
céramique

@ On développe : 3(q —2)2 +8=3(¢> —4g+4) +8 =
3¢® — 12q + 20 = C,(q). Un carré est positif, donc
Cin(g) > 8 > O sur [0;10]. Comme C' = Cy,, C'(q) > 0:
la fonction C est strictement croissante sur [0; 10].
Dans le contexte : chaque bol supplémentaire augmente

le coiit total.

@ Ona C' = Cp, sur [0;10], donc C est une primitive de
C,,. Avec les primitives usuelles de ¢® et de g, et par
linéarité : C(q) =3 x & —12x £ +20g+ k = ¢° —
6q% + 20q + k. Les colits fixes ne sont pas nuls :

C(0) =k = 15.
Donc C(q) = ¢* — 6¢* + 20q + 15. Controle : C'(q) =
3¢® — 12g + 20 = C,,(q). On a bien le coiit total, en

centaines d’euros.

@ C'(6) est le colit total de 6 centaines de bols, coits fixes
compris. Ce n’est pas le colit de ce qu’on ajoute en
passant de 4 a 6 centaines. Le colit supplémentaire vaut
C(6) — C(4). On calcule C(6) = 216 — 216 + 120 +
15 =135et C(4) = 64 — 96 + 80 + 15 = 63, donc
C(6) — C(4) = T2 centaines d’euros. Passer de 4 4 6

centaines de bols coiite 7200 €.

(suite)

@ Faux. Avec 25 centaines d’euros de coiits fixes, le cofiit
total devient C'(g) + 10. Alors (C(6) + 10) — (C(4) +
10) = C(6) — C(4) = 72 : la constante disparait. Le
colit supplémentaire reste 7200 €, quels que soient les

coiits fixes.

% %% Vidange d’un bassin de rétention
@ Pour tout ¢, e %% > 0, donc d(t) = —6e % < 0 sur
[0;24]. Comme V' = d < 0, la fonction V est
strictement décroissante sur [0; 24] : le débit est négatif,

donc le volume d’eau du bassin diminue tout le temps.

@ V est une primitive de d sur [0;24]. On reconnait la

at+b

forme e avec a = —0,2 : une primitive de e %% est

6:0022' = —5e %2, Par linéarité, V(t) = —6 x

(—5)e 0% + k = 30e %% + k. Comme

V(0) = 30 + k = 50, on obtient k = 20.

Donc V (t) = 30e” %% + 20. Contrdle : V'(t) = 30 x

(—0,2)e %% = —6e 0% = d(t).

@ La variation du volume vaut V(5) — V(0) = (30e~! +
20) — 50 = —30(1 — e 1) ~ —18,96. Le débit est en m?
par heure et le temps en heures, donc ce résultat est en
m?. Le volume a baissé : environ 18,96 m® d’eau se sont

écoulés pendant les 5 premieres heures.

(D) Onrésout V(t) = 35, c’est-a-dire 30e % + 20 = 35,
soit e 02 = % Alors —0,2t = In (%) = —In2,donct =
5In2 = 3,466 h. Comme V est strictement
décroissante, cet instant est unique. Avec 0,466 x 60 ~
28 min, le bassin ne contient plus que 35 m? au bout

d’environ 3 h 28 min.

@ Non. Pour tout ¢, 30e~%2 > 0, donc V(t) > 20 : il reste
toujours plus de 20 m® d’eau. Le minimum est atteint
ent = 24, puisque V est décroissante : V(24) =
30e~4® + 20 ~ 20,25 m®. Au bout de 24 heures, le
bassin contient encore environ 20 m?, soit 40 % de son

volume initial. Il n’est donc pas presque vide.
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