Terminale spécialité / Logarithme
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49 exercices en 7 parties, du plus simple au plus difficile : %

est sur benprofparticulier.fr.

facile - %%~ moyen - Yk K difficile. Le corrigé détaillé

In, réciproque de exp : passer de ln )
a exp D
R A
Aretenir:lna=5b < a=¢€"(a>0);e* =k <
z=Inkseulementsik > 0.ln1=0,lne=1,e"" = 7.
In 0 et In(—2) n’existent pas : e = —2 donne S = &.
J

* Simplifier avec In et exp — Simplifie
chaque expression.
@ In(e™®)

@eln7
3lne—5In1l
@

@ e2In3
@ In(e? x e79) @ ezt pour z > 0

ex.2 I3

Résous chaque équation dans R. Donne les solutions exactes.

() e" =12 () e* =2 () Inz=3
@2mz+5=1 (e)e* =5 (®) In(2z — 6) =0

* Vrai ou faux sur In — Vrai ou faux ?
Justifie chaque réponse.

@ Ine=0etlnl =1.

Résoudre en passant de In a exp —

@ In(—2) est un nombre négatif.

(o) In(0,4) < 0.

@ Pour tout réel z, e** = z.

@ L’équation e® = k a une solution quel que soit le réel k.

@ In(9 — 3z) est défini pour = = 3.
e In2 _ l
2

%% - La copie de Noé — Noé a résolu quatre
équations dans R. Chaque ligne contient une erreur. Pour
chacune, explique I’erreur puis donne ’ensemble S des
solutions.

@Noéécrit:«e”lzél — zg4l=e' = z=¢'-1
».

(b) Nogéerit : «In(z —2) =1 <= z-2=0 < z =2

».

(c) Noééerit: «lnz+1=3 <= In(z+1) =3
z=e>—1»

@ Noé écrit : «In(3z) = —1 n’a pas de solution, car un
logarithme est toujours positif».

%k * Equations & paramétre — Soit m un réel.
On note (E,,) I'’équation e?*~1 = m et (F,,) ’équation
In(4z — 2) = m, d’inconnue réelle z. Donne des valeurs
exactes.

@ Selon les valeurs de m, donne le nombre de solutions de
(Em)- Donne la solution quand elle existe.

@ Détermine la valeur de m pour laquelle (E,,) a pour
solution z = 0.

@ Détermine ’ensemble des réels m pour lesquels (E,,) a
une solution strictement négative. Justifie.

@ Montre que pour tout réel m, (F,;,) a une unique
solution, que tu exprimeras en fonction de m. Pour

quels m cette solution est-elle strictement inférieure a 1
0

@ Pour tout réel m, résous Inx + 1 = m puis
In(z + 1) = m. Existe-t-il un réel m pour lequel ces
deux équations ont la méme solution ? Si oui, lequel 7

% %% Deux courbes symétriques — Dans un
repere orthonormé, C est la courbe de la fonction In et I" celle
de la fonction exp. Ces deux courbes sont symétriques par
rapport a la droite d’équation y = z.
@ Le point A de I' a pour ordonnée 8. Donne son abscisse
exacte, puis justifie qu’elle est égale a 31n 2.

@ Donne les coordonnées du point B, symétrique de A par
rapport a la droite y = z. Justifie que B appartient a C.

@ Existe-t-il un point de C d’abscisse —4 7 Un point de C
d’ordonnée —4 ? Justifie chaque réponse.

@ Détermine ’ensemble des réels « pour lesquels C est
strictement en dessous de I’axe des abscisses. Justifie en
passant par exp.

@ La droite d’équation y = % coupeCen PetI'en Q.
Calcule la distance PQ), valeur exacte puis arrondi au

centiéme.

* %% Le café de Malik — Malik se sert un café.
Sa température, en “C, ¢t minutes apres le service, est T'(t) =
20+ 70e % pour ¢t > 0.

@ Calcule T'(0). Détermine ensuite le temps exact au bout
duquel le café est a 50 ° C, puis arrondis a la seconde
pres.

@ Malik attend que son café soit a 40 °C au plus. Résous
T(t) < 40 et interprete le résultat.

@ La température du café peut-elle descendre 2 20 °C? Et
a 15 °C? Justifie avec des équations.
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(suite)

Le café de Ben suit le modele Ty(t) = 20 + 70 e ¥, avec
k > 0.Ilest a 55 °C aprés 5 minutes. Détermine &,
valeur exacte puis arrondie au millicme.

Propriétés algébriques : simplifier, )

développer
J

S N

A retenir : Pour a,b > 0:1n(ab) =lna + Inb,

In¢=Ina—Inb,In(a") = nlna,Iny/a = } Ina. Pour

développer, décompose en facteurs premiers :

In12 = 21n2 + In 3. Pour simplifier, regroupe en un seul

In. Piege : In(a + b) ne se décompose pas, et

(Ina)? # In(a?).
. J

Tout en fonctiondeIn 2 et In5 —

em ~

Exprime chaque nombre en fonction de In2 et In 5.

1
In 40 In 0,016 In —
@ n @ nu, n 50
(@ Inv20 () In6,25 (D) In (8v5)
* Regrouper, simplifier — Simplifie chaque
expression : écris-la sous la forme d’un nombre, d’un seul In
ou d’une expression de z sans In ni exponentielle (z désigne
un réel).

() A

=In15+1n6—1In10 @B:3ln2—%ln16
@Czln(ewxez) @D:e21113
() E=e It (O F= ln—

%% '~ Vrai ou faux sur les formules — Pour
chaque affirmation, dis si elle est vraie ou fausse. Justifie par
une démonstration ou par un contre-exemple.

@ Pour tousréelsa > 0etb > 0:In(a+b) =Ina +Inbd.

@ Pour tous réels @ > 0 et b > 0 : In(a?h) — 2Ilna = Inb.
@ Pour tout réel a > 0 : In(2a) = 21na.

@ Pour tout réel a > 0 : (Ina)? = In(a?).

@ Pour tous réelsa > 0 et b > 0:In+/ab = %(lnaJrlnb).

%% ' Les erreurs de Yanis — Yanis s’entraine
a simplifier des expressions avec In, mais il fait des erreurs.
Aide-le a les corriger.

@ Pour z > 1, Yanis écrit : In(z? — 1) — In(z — 1) =
In(z?) —Inl —lnz +In1l = Inz. Trouve son erreur,
puis simplifie correctement.

@ Pour z > 1, Yanis écrit : In % = ﬁ Calcule les

1
deux membres pour z = e, conclus, puis écris In 25 en
fonction de In z.

@ Pour z > 0, Yanis écrit : In (z4/z) = Inz x Iny/z =

%(ln z)?. A-t-il raison ? Justifie et corrige.

@ Simplifie correctement, pour > 0 : In (¢**) — In (z €”).

* %% Une somme qui se télescope — Pour

tout entier n > 2, on pose U, = In (1 — ) + In (1 — 512-) +

-+ +1In (1 - m) .

@ Léa écrit : In (1 — 1) Inl—1In i =1n4. A-t-elle
raison ? Justifie, puis exprime In (1 — 4) en fonction de

In2 et In 3.

@ Montre que pour tout entier k£ > 2 : In (1 — i) =

In(k —1) 4+ In(k +1) — 2Ink.

@ Calcule Us et Uy, en écrivant chacun sous la forme d’un
seul In.

@ Pour tout entier n > 2, écris U,, sous la forme d’un seul

In. Justifie.

@ Exprime Uyg en fonction de In2,1n3,In5 et In 11, puis
détermine la limite de la suite (U,,).

%% In(x2) ou 2 In x ? — On considere les

fonctions f et g définies par f(z) = In(z?) et g(z) = 2lnz.
@ Détermine I’ensemble de définition de f, puis celui de g.
@ Noé affirme : « f et g sont la méme fonction, car

In(a?) = 2Ina.» A-t-il raison ? Justifie, puis écris f(z)
sans carré pour x < 0.

@ Résous ’équation f(z) = 4, puis I’équation g(z) = 4.
Compare les ensembles de solutions.

@ Résous dans |0 ; +oo| 'équation (Inz)? = In(x?).

@ Pour z # 0, on pose h(z) = f(e*) + In e;;% + ef@),
Ecris h(z) sans In ni exponentielle, puis résous

h(z) = 0.
* %% Quotients de logarithmes — Chloé

crit: 35 =ln§ =1In4.
@ Chloé a-t- elle raison ? Justifie en calculant la valeur
exacte de 128 n 2, puis une valeur approchée de In4 4 1073
pres.
1
l 257

In v/27

@ Calcule la valeur exacte de no

puis celle de =

@ Soit a > 0 avec a # 1, et n, p deux entiers relatifs,

p # 0. Simplifie I_E_)l Pourquoi faut-ila # 17

@ On suppose que lng = E avec p et g entiers naturels

non nuls. Montre que 3‘1 = 2P, puis aboutis a une
contradiction.

@ Montre que 1 2 =1+ lﬁg Ce nombre peut-il s’écrire
comme une fraction d’entiers ? Justifie.

4 9 0o 5 )
E quations et inéquations avec In et

e .

J
- A
A retenir : Domaine d’abord, un seul In de chaque c6té,
puislna = Inb <= a = b trie les solutions.
Inz <2<=0<z<e Avec X = €%, rejette X < 0. Si
0<qg<1,Ing < 0:lesens change.

/
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| Ex 15 R

— Résous dans R. Commence par le domaine dés qu’il y a un
In. Donne les valeurs exactes.

() mz=3

(e >7

() mz< -1

(D) In(2z — 1) = In(z + 4)

edzt+l — 9

Automatismes : résoudre en une ligne

(donne aussi un arrondi a 0,001)

@em:—4
(&) In(z+2) >0
| Ex. 16 B

affirmation, dis si elle est vraie ou fausse, et justifie (contre-
exemple si elle est fausse). Pour un calcul d’éleve, repere
Perreur et corrige.

Vrai, faux ou erreur 7 — Pour une

@ Affirmation : «L’équation Inz = —2 n’a pas de
solution, car un logarithme est toujours positif. »

@ Ingsrésout Inz +1In2 =1n10: «z + 2 = 10, donc

T =8.»
@ Affirmation : «e?®* =9 <=z =1n3.»

@ Malorésoute™ > 4:«—z > In4,doncx > —In4.»

@ Affirmation : «L’inéquation Inz > In(5 — z) a pour

ensemble de solutions } g ; +00 [ »

%% - Equations et inéquations en deux
temps — Résous dans R. Commence par ’ensemble de
définition ou par les conditions sur ’inconnue auxiliaire.

@ Résous In(z — 1) + In(z + 3) =1In12.
@ Résous e** + 2¢® — 48 = 0 en posant X = €.

@ Résous (Inz)2 +4Ilnz — 5 = 0 2 aide d'un
changement de variable.

@ Etudie le signe de Inz et de 2 — x sur |0 ; +oo], puis
résous (2 —z)Inz > 0.

%%  Elimination d’un médicament — Juste
apres une injection, la concentration d’un médicament dans
le sang est de 40 mg/L. Elle baisse ensuite de 12 % par heure.
On note ¢, la concentration (en mg/L) au bout de n heures,
avec ¢y = 40.

@ Exprime ¢, en fonction de n.

@ Détermine par le calcul le plus petit entier n tel que
¢, < 5. Justifie le sens de chaque inégalité.

@ Complete ce programme pour qu’il affiche ’entier de la
question précédente.

c = 40
n==~0
while ...:
€ 2 ooo
n=n+1
print(n)

(suite)

@ Lina affirme : «La concentration est divisée par deux en
4 heures, car 4 x 12% =~ 50 %.» A-t-elle raison ?
Justifie par le calcul.

% %% Domaine d’abord : équations et
inéquations a pieges — Résous dans R en rédigeant chaque
étape. Donne les valeurs exactes, puis un arrondi a 0,01 pres
si besoin.

(2) RésousInz + In(z — 3) = 2In 2.

@ Kenza affirme : « L’équation In(z* — 3z) = 21n2 a les
mémes solutions que celle de la question précédente. »
Vrai ou faux ? Justifie.

@ Résous Inz + In(z + 2) < In(3z + 6).
@ Résous (e” — 5) Inz < 0 al’aide d’un tableau de signes.

% %% Changements de variable : X = ¢* ou
X = Inxz — Résous dans R en posant une inconnue auxiliaire
X . Précise a chaque fois les valeurs que X peut prendre.
Donne les valeurs exactes, puis arrondies a 0,01 pres.

@ Résous €2* +e* — 6 > 0.

@ Résous (Inz)? + Inz — 6 = 0. Pourquoi garde-t-on ici
une valeur négative de X, contrairement a la question
précédente ?

@ Résous (Inz)? — 3Inz + 2 > 0.

@ Résous 2e* + 3e % < 7. Commence par multiplier les
deux membres par e® et justifie que c’est permis.

% %% Arnac et Belves : deux populations —
En 2025, la ville d’Arnac compte 50 000 habitants et perd 2 %
de sa population chaque année. La ville de Belveés compte
30000 habitants et en gagne 3 % par an. On note a,, et b, les
populations respectives en ’année 2025 + n.

@ Exprime a,, et b, en fonction de n.

@ Détermine par le calcul 'année a partir de laquelle
Arnac compte moins de 40000 habitants.

@ Détermine par le calcul ’année a partir de laquelle
Belves devient plus peuplée qu’Arnac. Donne d’abord
la borne exacte, puis une valeur arrondie.

@ Compléte ce programme pour qu’il affiche I’année
trouvée a la question précédente.

n==ao

a = 50000

b = 30000

while ........
n=n+1
a = a x
b=>bx....

print(2025 + n)
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n ( Seuils : In(q") =nlngqg )

A retenir : In(¢™) = nlngq. Pour isoler n, on divise par
Ing:si0 < ¢ <1,Ing < 0 et le sens change (0,5" <
0,l<=n> Egé ~ 3,3, donc n > 4). On arrondit a
I’entier supérieur, puis on controle avec deux termes.

| Ex. 22 B

entiers naturels. Donne les quotients arrondis a 0,01.
@ Ecris In(0,125") en fonction de n et de In 2.

Seuils en ligne — Les inconnues n sont des

(b) Résous 0,4" < 0,005.
@ Détermine tous les entiers n tels que 0,95" > 0,6.

Soit u(n) = 5 x 1,2". Détermine le plus petit entier n
tel que u(n) > 100.

@ On admet que lnlr{ ?65 ~ 22,52. Controdle a la calculatrice

que 23 est le plus petit entier n tel que 1,05 > 3.

CEx. 23 1S

inconnues n sont des entiers naturels. Justifie chaque réponse

Vrai ou faux sur les seuils — Les

par un calcul ou un contre-exemple.
@ Vrai ou faux ? Pour tout entier n, In(3") = (In3)".

1n 0,002
0,6

(®) Vrai ou faux? 0,6" > 0,002 <= n >

Tom cherche le plus petit n tel que 1,3" > 50. Il trouve

111?15% ~ 14,91 et répond n = 14. A-t-il raison ?

Vrai ou faux ? Pour v(n) =3 — 2 x 0,87, 0on a
v(n) > 2,9 <= 0,8" > 0,05.

@ Vrai ou faux ? Pour tout entier n > 1, 1n(0,9") < 0.

%% Un médicament éliminé — Un patient
recoit 80 mg d’un médicament. Chaque heure, son organisme
en élimine 15 %. On note m(n) la quantité (en mg) qui reste
apres n heures, avec m(0) = 80.
@ Exprime m(n + 1) en fonction de m(n), puis m(n) en
fonction de n.

Le médicament n’agit plus en dessous de 5 mg.
Détermine par le calcul aprés combien d’heures entiéres
onam(n) < 5.

@ Compléte les deux lignes en pointillés pour que seuil()
renvoie la réponse a la question précédente.

def seuil():
n=2=2o
m = 80
while ...
m= .u
n=n+1
return n

Au bout de combien d’heures entiéres ’organisme a-t-il
éliminé au moins 90 % de la dose initiale?

%% ' Un placement a 2,5 % — Inés place 2 000
€ A intéréts composés, au taux annuel de 2,5 %. On note
C(n) le capital (en €) aprés n années, avec C(0) = 2 000.

@ Exprime C(n) en fonction de n.

Détermine par le calcul aprés combien d’années le
capital atteint ou dépasse 3 000 €.

@ Yanis écrit ce programme pour retrouver ce résultat,
mais il renvoie 1. Explique pourquoi, puis corrige ses
deux erreurs.

def annees():
n=1
C = 2000
while C > 3000:
C=20C=x 1.025
n=n+1
return n

Quel taux annuel, en %, arrondi a 0,01, permettrait de
doubler un capital en 20 ans exactement ?

% %% La demi-vie d’un isotope — Un
échantillon contient 12 milliards de noyaux radioactifs.
Chaque jour, 6 % des noyaux présents se désintégrent. On
note N(n) le nombre de noyaux (en milliards) au bout de n
jours, avec N(0) = 12. Les inconnues n sont des entiers
naturels.

@ Justifie que, pour tout entier n, N(n) = 12 x 0,94".

La demi-vie est ici le plus petit nombre de jours au bout
duquel il reste au plus la moitié des noyaux. Détermine-
la, en contrdlant avec deux termes.

@ Noé affirme : « Au bout de 24 jours, il reste moins du
quart des noyaux.» A-t-il raison ? Justifie sans
calculatrice a partir de la question précédente.

Détermine le nombre minimal de jours au bout desquels
il reste au plus 1 % des noyaux de départ.

Ecris une fonction Python jours(p) qui renvoie le plus
petit nombre de jours au bout duquel il reste au plus
p % des noyaux de départ. Que renvoie jours(1) ?

%% % Une suite qui approche 5 — On
considere la suite (u,) définie par ug = 1 et, pour tout entier
naturel n, u, 1 = 0,7u, + 1,5. On pose v, = u,, — 5. Les

inconnues n sont des entiers naturels.

@ Montre que (vy,) est géométrique, puis que, pour tout
entier n, u, =5 —4 x 0,7".

@ Lina résout u,, > 4,99 et trouve n < 16,80. Corrige son
raisonnement, puis donne le plus petit entier n qui
convient, controlé par deux termes.

@ Soit € un réel de ]0; 4[. Résous un > 5 — &, puis exprime
le plus petit entier qui convient a l’aide de .

@ Quand on divise ¢ par 10, de combien augmente la
borne trouvée a la question précédente ? Vérifie-le en
passant de € = 0,01 a ¢ = 0,001.
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(suite)

@ Complete ce programme pour que rang(e) renvoie le
plus petit n tel que u, >

def rang(e):
n==~0
u=1

while ...

u -

n =

return n

n+1

%% % Deux villes qui se croisent — Au ler
janvier 2025, la ville A compte 25 000 habitants et perd 2 %
de sa population chaque année. La ville B compte 18 000
habitants et gagne 1,5 % par an. On note A(n) et B(n) leurs
populations en 2025 + n. Les inconnues n sont des entiers
naturels.

@ Exprime A(n) et B(n) en fonction de n.

@ En quelle année la population de A passera-t-elle pour
la premiere fois sous 20 000 habitants ? Controle avec
deux termes.

In(25/18)

@ Montre que B(n) > A(n) <= n > T (L,015/0,98) puis

déduis-en ’année out B dépasse A.

@ Sans ’exécuter, explique le role de la condition b <= a
et donne la valeur renvoyée par annee().

def annee():

n=20

a = 25000

b = 18000

while b <= a:
a =0.98 *x a
b =1.015 % b
n=n+1

return n

5 — e, puis donne rang(0.01).

Dérivée, variations, limites de In h
a et croissances comparées )
N
A retenir : In'(z) = % Croissances comparées : ln— —0
en +oo et z"Ilnz — 0 en 0. Pour lever une forme
indéterminée, factorise par le terme dominant :
z—Inz == (1 — 22). Attention : lnm — —ocoen 0", c
n’est pas une forme indéterminée. )

* Limites et croissances comparées —
Détermine chaque limite en justifiant.

@ lim 4lnz —1

r——+00 :E2

lim (:cz Inz — 3z + 1)

z—0"
@ . 2z —Inx
lim —
z—+oo -+ 3

N Inz sz o2
@ Yanis écrit : «En 07, 3 estune forme indéterminée,
donc sa limite vaut 0 par croissance comparée.» A-t-il
raison ? Justifie.

@1 1+3x)

z—0

(suite)
T

(Ex. 30 B

fonctions sont définies sur |0 ; +-00].
@ Calcule f'(z) pour f(z) = 3lnz — z2.
@ Calcule ¢'(z) pour g(z) = zInz.

@ Lina écrit : «Si k(z) = 51lnz, alors k'(z) = 7—.»
Repere son erreur et corrige-la.

Dériver avec In, tangente en 1 — Les

@ Calcule h/(z) pour h(z) = 1+lnx

, puis simplifie.

@ Donne une équation de la tangente a la courbe de In au
point d’abscisse 1.

@ RésousInz >

borne.

12. Donne aussi un arrondi a I’'unité de la

%% '~ Variations et nombre de solutions —
Soit f la fonction définie sur |0; +o0o[ par f(z) = z? — 18Inz.

@ Calcule f'(z), puis étudie son signe sur |0 ; +oo].
@ Détermine lim f(z).
z—0"
@ Détermine lim f(x) en factorisant par le terme
T—+00
dominant.

@ Dresse le tableau de variations de f. Donne la valeur
exacte de son minimum, puis un arrondi 4 1072,

@ Combien de solutions I'équation f(z) = 0 admet-elle

sur |0 ; +o0[ ? Justifie.

%% ' La courbe de In et sa tangente en e —
On note C la courbe de la fonction In dans un repére.

Détermine une équation de la tangente 7" a C au point
d’abscisse e.

@ Pour z > 0, on note d(z) 'ordonnée du point de T
d’abscisse z moins In z. Exprime d(z), calcule d'(z),
puis étudie son signe.

@ Détermine les limites de d en 0* et en +oo.

@ Dresse le tableau de variations de d. Déduis-en la
position de C par rapport a T'.

% %% Une étude compléte avec fonction
auxiliaire — Soit g et f les fonctions définies sur ]0; +o0[
parg(z) =2’ — 1+ Inzet f(z) =2z — 1 — lnx . Onnote C la
courbe de f et D la droite d’équationy = = — 1
@ Etudie les variations de g, calcule g(1) et déduis-en le
signe de g(z) sur |0; +oo].
@ Détermine les limites de f en 0" et en +oo.

9(x)

w??

@ Montre que f'(z) =

variations de f.

puis dresse le tableau de

@ Etudie la position relative de C et de D.

@ Déduis des questions précédentes que, pour tout > 0,

Inz <22 —2.
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%% % Le taux d’accroissement delnen 1 —

Soit h la fonction définie sur |0 ; +oo[ par h(z) = @, et

¢ la fonction définie sur [0; +oo[ par p(z) = 71 — In(1 + z)

Noé affirme : «In(1 + z) — 0 et x — 0, donc h(z) — 0
en 0.» A-t-il raison ? Justifie a ’aide d’un taux
d’accroissement de In en 1.

. In(1 . . ..
@ En écrivant h(z) = ﬂlﬁl X iwx, détermine la limite
de h en +o00.

Etudie les variations de @ sur [0; +oo|, puis déduis-en le

signe de ¢(z) pour z > 0.

@ Exprime h'(z) en fonction de ¢(z), puis déduis-en le
sens de variation de h.

@ Déduis-en que In(1 + z) < z pour tout z > 0.
Interprete ce résultat avec la tangente a la courbe de In
au point d’abscisse 1.

* %% Redémontrer les croissances
comparées — Soit ¢ la fonction définie sur |0 ; +oo[ par
g(z) = z — 2Inz. Dans cet exercice, tu retrouves des
croissances comparées sans utiliser le cours.

@ Sacha écrit g'(z) =1 — ln% Corrige son erreur, étudie

les variations de g, puis déduis-en que g(z) > 0 pour
tout z > 0.

@ Déduis-en que, pour tout z > 1,0 < h;—f < %, puis la
limite de hml—f en +oo0.
@ En appliquant la question 1 a /z, encadre thz pour

x > 1, puis retrouve sa limite en 4o00.

@ «Comme In x est négligeable devant « en +o0o, Inz — x
tend vers 0.» Vrai ou faux 7 Justifie.

@ En posant X = %, déduis de la question 2 la limite de
z?lnzen0".

n ( Fonctions In(u) )

A retenir : Inu n’existe que si u(z) > 0 (strictement, pas

>). (lnu) = % ¢ (In(z® + 3)), = ng-3

varie comme u. Limites : par composition.
*
@ Dérive f(z) = In(42? + 1) sur R.
@ Dérive g(z) = In(e?® 4 3) sur R.

Siu>0,lnu

Dériver In(u) sans oublier u/

@ On pose k(z) = In(z® + z) sur |0; +oo[. Calcule k/(2).
(@ Lina écrit : (In(z* + 7))' = zzlﬂ Repere son erreur et
corrige.

Noé affirme que la dérivée de z — In(5z) sur |0 ; +oo|

est % A-t-il raison ? Justifie.

@ Vrai ou faux : la fonction z — In(1 — 4z) est croissante
sur | — oo ; 1[. Justifie.

[ Ex. 37 R

Détermine ’ensemble de définition de

f(z) = In(2z — 6).

Ol In(u) est-elle définie ?

Détermine ’ensemble de définition de
g(z) = 1n(9 — z?).

@ A l'aide d’un tableau de signes, détermine ensemble de
définition de h(z) = In (&Iﬁ)

5—x
@ Magélle affirme que k(z) = In(z? — 6z + 9) est définie
sur R, car 22 — 62 + 9 = (z — 3)> > 0. A-t-elle raison?
Justifie.

@ Détermine ’ensemble de définition de
m(z) = In(z? + z + 1).

Vrai ou faux : pour tout = > 0, In(z? + 4) = (2% + 4) x
In z. Justifie.

(Ex. 35 B

Pour chaque limite, donne d’abord la limite de u(z), puis

Limites de In(u) par composition —

conclus par composition.
@ Calcule lim In(z?+1).
T—>+00

@ Calcule lim In (1 + 1)
T—+00 T

@ Calcule lim In(6 — z).
z—6~

@ Vrai ou faux : E{n In(e® +5) = —o0, car e — 0.

Justifie.

@ Hugo écrit : lim In (2z+1) = 400, car 2z + 1 — +o00.
z—+00 z+3

Repere son erreur et corrige.

%% Etude de In(4x — x2) — On considere la
fonction f définie par f(z) = In(4x — z?).

@ Détermine I’ensemble de définition D de f.
@ Calcule f'(z) et étudie son signe sur D.
@ Détermine les limites de f aux bornes de D.

@ Dresse le tableau de variations de f et donne son
maximum en valeur exacte.

@ Résous dans D I’équation f(z) = In 3.
* %% Etude de In((x — 1)/(x + 2)) — On

considére la fonction f définie par f(z) = In (i—:;) On note
C sa courbe dans un repére.
@ A l’aide d’un tableau de signes, détermine ’ensemble de
définition D de f.
@ Yanis affirme que f(z) = In(z — 1) — In(z + 2) pour
tout = de D. A-t-il raison ? Justifie.

@ Calcule f'(z) pour z € D, puis déduis-en les variations
de f sur chaque intervalle de D.

@ Calcule les limites de f aux quatre bornes de D, puis

donne les asymptotes a C.

@ Résous dans D I’équation f(z) = 2In2.
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%% In(e*+ 1) et la droitey = x— On
considere la fonction f définie sur R par f(z) = In(e® + 1).
On note C sa courbe et A la droite d’équation y = .

@ Justifie que f est définie sur R. Lucas affirme que
fl(z) = m A-t-il raison ? Justifie, puis étudie les
variations de f.

@ Détermine Il_i)r_noO f(z) et interprete graphiquement le

résultat.

@ Montre que, pour tout réel z, f(z) = z + In(1 + e 7).

@ Déduis-en lim f(z)et lim (f(z)—z), puisla
T—+00 T—+00
position de C par rapport a A.
@ Résous dans R l'inéquation f(z) < z + In2.

%% % Une différence de logarithmes sous
contrdle — On considére la fonction f définie sur |2 ; +o00[
par f(z) = In(z — 2) — In(3z). On note C sa courbe.

@ Inés écrit : «In(3z) = 3 x Inz, donc f/(z) = % _ 3,
Corrige son erreur, puis écris f’(z) sous forme d’un seul
quotient.

@ Etudie le signe de f'(x) sur |2; +oo[, puis déduis-en le
sens de variation de f.
@ Détermine 1i1121+ f(z) et interpréte graphiquement le
T—r
résultat.

@ Montre que, pour z > 2, f(z) =In
déduis-en lim f(z).

T—>+00

(1-2)

— In 3, puis

@ Justifie que f(z) < —In3 pour tout z > 2. Zoé affirme
que I’équation f(z) = —1 a une solution. A-t-elle

raison ? Justifie.

4 2 2 N\
Etudier une fonction avec In :
- problémes type bac )
R . A
A retenir : Etude avec In : domaine, limites aux bornes (
1“ — 0 en +00), f'(z) en un seul quotient, puis signe du
numerateur carz > 0. Ex.: (zlnz) =Inz + 1. Piege :
In’(z) = 1, pas -
J

*

tromper — Toutes les fonctions sont définies sur |0 ; +-o0].

Dériver et étudier un signe sans se

@ Ecris f'(x) sous la forme d’un seul quotient pour
f(z) = 2z — 51nz, puis donne son signe.

@ Lina écrit : «la dérivée de 4Inz + x est ﬁ + 1».
Repere son erreur et corrige-la.

@ Vrai ou faux ? Justifie. «Si f(z) =

strictement croissante sur |0;e|.»

== alors f est

@ Ecris f'(z) en un seul quotient pour f(z) = 22 — 81nz,

puis trouve ou f’ s’annule.

@ Vrai ou faux ? Justifie. «La dérivée de (Inz)? est % »

@ Calcule f'(2) pour f(z) = In(z® +4) — =.

(suite)

Ecris ’équation de la tangente au point d’abscisse e a la
courbe de ¢(z) = zlnz — 2.

[ Ex 44 R

indéterminées — Détermine chaque limite en justifiant.

Limites aux bornes : formes

Pour une forme indéterminée, 1léve-la.

@ zl_l}I_Poo(m —1-Inz) @ 1im+(:L'2 —2Inz)

@ lim Inz+ 2

lim (zlnz — )

z—0 Totoo T
Inz .
@ lim —— lim ((Inz)? —Inz)
z—0" & T—+00
e lim z?lnz
z—0+

%% Une fonction auxiliaire pour le signe de
2 — On définit sur |0 ; +oo] les fonctions g(z) = > — 1 +

Inzet f(x)=2z+1— lnm

@ Calcule ¢'(

]0;+oo[.

) et deduls—en les variations de g sur

@ Calcule g(1), puis déduis-en le signe de g(z) selon les
valeurs de z.

@ Montre que, pour tout z > 0, f'(z) = %‘
@ Dresse le tableau de variations de f, limites aux bornes
comprises.

@ Déduis-en que, pour tout z > 0, Inz < z? — z.

%% ' Le bénéfice d’un atelier de vélos —
L’atelier de Malik fabrique entre 100 et 1000 vélos par an.
Pour z centaines de vélos, avec z € [1;10], le bénéfice est
B(z) =5Inz — z + 1, en milliers d’euros.
@ Ecris B'(z) en un seul quotient, étudie son signe, puis
dresse le tableau de variations de B sur [1;10].

@ Combien de vélos rendent le bénéfice maximal 7 Donne
ce bénéfice en valeur exacte, puis a I’euro pres.

@ Montre que I’équation B(z) = 3 a une unique solution
o dans [5;10], puis donne un encadrement de o
d’amplitude 0,1.

@ Interprete ce résultat pour Malik.

% %% Un minimum atteint en ¢. — On définit

sur ]0; +oo les fonctions g(z) = 2? — 3+ 2lnz et f(z) =
1-2lnz

T+ —

@ Etudie les variations de g, puis montre que 1’équation
g(z) = 0 admet une unique solution « sur |0 ; +oo].

@ Donne un encadrement de o d’amplitude 1072, puis le
signe de g(z) selon les valeurs de z.

@ Calcule les limites de f en 0 et en 400, en justifiant.

@ Montre que f'(z) =

variations de f.

@ Montre que f(a) = 2a — %, puis déduis-en un
encadrement de f(a) d’amplitude 0,04.

m2 , puis dresse le tableau de
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% %% Nombre de solutions de f(x) = k — Soit
f la fonction définie sur |0; +oo| par f(z) = z(Inx)?, et C sa
courbe. Donne les valeurs exactes.
@ Vérifie que z(Inz)? = 4 (v x In/z)’ pour tout z > 0,
puis déduis-en la limite de f en 0". Donne aussi sa

limite en +oo.

@ Ecris f(x) sous forme factorisée, étudie son signe dans
un tableau de signes, puis dresse le tableau de
variations de f.

Détermine les abscisses des points de C ou la tangente
est parallele a la droite y = 3z, puis donne une équation
de chacune de ces tangentes.

Selon les valeurs du réel k, détermine le nombre de
solutions de I’équation f(x) = k sur ]0; +oo|.

%% % Le coiit moyen d’un atelier de gourdes
— L’atelier de Soraya fabrique entre 500 et 10000 gourdes
par mois. Pour z milliers de gourdes, avec z € [0,5;10], le
colit total est C(z) = 2% — 2z Inz + 3z, en milliers d’euros.
C(z)

T
, €0l euros.

Le colit moyen d’une gourde est C(z) = =

@ Exprime Cy(z), écris C;(x) en un seul quotient,
étudie son signe et dresse le tableau de variations de

Cu.

@ Pour quelle production le colit moyen est-il minimal ?
Donne ce coiit minimal et interprete-le.

@ Calcule C'(z), étudie les variations de h = C’ sur
[0,5;10], puis déduis-en le sens de variation de C.

On appelle C'(z) le colit marginal. Résous I’équation
C'(z) = Cu(z) sur [0,5;10] et interpréte la solution.

Ben affirme : « Au-dela de 1000 gourdes, le colit moyen
dépasse le colit marginal.» A-t-il raison ? Justifie.
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