Terminale spécialité / Logarithme — corrigé

In, réciproque de exp : passer de ln
a exp

| Ex.1 By

@ e™7 = 7 car e = @ pour a > 0.

Simplifier avec ln et exp

@ In(e™3) = —3 car In(e”) = z pour tout réel z.

@ e2In3 — (eln3)2 = 32 =9,

(D ne=1etlnl=0,donc3lne—5In1=3x1—5x
0=3.

@ e x e ¥ =e? doncln(e? x e ) =In(e 2) = —2.
@ elnaEJrl — elnar: X el —ez.

CEx.2 I

(2) 12> 0,donce? =12 <= z =In12. § = {In12}.

Résoudre en passant de In a exp

@ Pour tout réel x, e* > 0, donc €® # —2 : on ne peut pas

écrire z = In(—2), car In(—2) n’existe pas. § = &.

@ Domaine:z > 0.lnz =3 <= z =e¢3,et e’ > 0.
S = {e}.

@Domaine:z>0.2lnz+5:1 <— Inz=-2 <—
rz=e2ete?>0.5={e?}

@5>0,donce3w’1=5 < 3r—1=Inb <— z =

1+?1)n5. S = {lfgﬂ}

@ Domaine : 2z — 6 > 0, donc z > 3. In(2z — 6) =
0= 2z-6=e"=1 <= z=1e1>3

s - {3,
D

@ Faux : c’est l'inverse. In1 =0 (care’ = 1) et lne =1

Vrai ou faux sur In

(care! =e).
@ Faux: —2 ¢ ]0; +o0[, donc In(—2) n’existe pas.

@ Vrai: 0 < 0,4 < 1 et In est strictement croissante, donc
In(0,4) <In1 =0 (In(0,4) ~ —0,916).
@ Faux : pour z = —1, In(—1) n’existe pas, donc en(-1)

Inz

non plus. e™® = x n’est vrai que pour z > 0, alors que

In(e®) =  pour tout réel z.

@ Faux : pour Kk = —1, e* = —1 n’a pas de solution car
e’ > 0. Il faut k > 0.

@ Faux : pour z = 3,9 — 3x = 0 et In 0 n’existe pas.
In(9 — 3z) est défini seulement pour 9 — 3z > 0, soit

T < 3.

Vrai:e % = o5 = 1 (et non —2).
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%% - La copie de Noé

@ Noé s’est trompé de sens : e* = k <= a = Ink.
Comme4 >0:e"1 =4 <= 2+1=In4d < z =
In4 —1.

Donc S = {In4 — 1}.

@ Noé confondIn1 = 0 et Ine = 1. De plus, x = 2 donne
In 0, qui n’existe pas. Domaine : z > 2. In(z — 2) =
l<= zz—-2=e <= z=2+e,et2+e>2.
Donc S = {2 + e}.

@ Inz + 1 n’est pas égal 2 In(z + 1). Domaine : z > 0.
Inz+1=3 < Inz=2 < z=c¢ ete? > 0.
Donc S = {e?}.

@ C’est faux : Iny < 0 dés que 0 < y < 1. Domaine :
3z >0,doncz >0.In(3z) = -1 <= 3r=e¢! <—
_ 1 1
T =30, et 35 > 0.
Donc S = {3—16}

% Equations a paramétre
@ Pour tout réel z, €21 > 0. Sim < 0: (E,,) n’a pas de
solution, S = @.Sim >0:e¥® 1=m «— 22 -1=
Inm <— z= 1“% Conclusion : aucune solution si

m < 0, une seule solutionsim > 0, S = {%"}

@ Il faut m > 0, et alors 1“% =0 < Inm=
—1 <= m = e 1. Vérification : 2X0-1 = ¢~ 1

Conclusion: m = e 1.

@ Ilfautm>0.Alorsm% <0 <<= Inm< -1 <—

m<e!

, car exp est strictement croissante.
Conclusion : la solution est strictement négative si et
seulement si 0 < m < e . Attention : Inm peut étre

négatif, mais m doit rester strictement positif.

@ Domaine : il faut 4z — 2 > 0, c’est-a-dire x > % Sur
]3;4+00[:In(dz —2) =m <= 4z —2=€" <
T = % + %. Comme €™ > 0, ce nombre est strictement
supérieur a % : il est dans le domaine.
Donc § = {% + ‘%} pour tout m. Ensuite, % + % <
1 < e™ <2 <= m <In2, car In est strictement
croissante. Conclusion : la solution est strictement

inférieure a 1 si et seulement sim < In 2.
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(suite)
@ Sur |0

z =em 1.Sur]71;+oo[:ln(m+1)

tlhz+1=m < hhe=m-1 <
=m < x+
1 =em <= x =¢e™ — 1, qui est bien strictement
supérieur a —1. En général, ces deux solutions sont
différentes : Inz + 1 # In(z + 1). Elles sont égales si
eml=egm -1 < em(l—%)zl = em = 5.

-) ~ 0,459.

Conclusion : oui, pour une seule valeur de m,

=In (e 1)
% %% Deux courbes symétriques

@ On cherche z tel que ¢ = 8. Comme 8 > 0,
e =8 = z = In8. De plus, "2 = (elnz)3 =2=8
. L’équation e* = 8 n’a qu’une seule solution, donc

In8 = 3In2. Conclusion : A(3In2;8).

Comme —% > 0, on obtient m = In (

@ Le symétrique de (a;b) par rapport a y = z est (b;a),
donc B(8;31n2), c’est-a-dire B(8;1n8) d’apres la
question précédente. L’ordonnée de B est 'image de

son abscisse par In, donc B € C.

@ In n’est définie que sur ]0; +oc0[ : In(—4) n’existe pas,
donc aucun point de C n’a pour abscisse —4. En
revanche,Inz = —4 <= z=e* ete™* > 0:1lepoint

(e™*; —4) est sur C. Conclusion : non pour I’abscisse —4,

oui pour ’ordonnée —4.

@ Domaine : x > 0. Comme exp est strictement
croissante, Inz < 0 <= e? <&’ «— z < 1.
Conclusion : C est strictement en dessous de ’axe des

abscisses sur |0; 1.

@P lnm*% — z=ei, doncP( %;g) Q:

% — wzlng,car§>0,doan(ln§,%) avec
lné < 0 car % < 1. P et @ ont la méme ordonnée et

e} >0>1Ini,donc PQ = e} —Ini ~ 2,49.

Conclusion : PQ = el — ln% ~ 2,49.

e’ =

*%* Le café de Malik
() T(0) = 20+ 70e® = 90 *C. Ensuite, T(t) = 50 <=
70e 0 =30 «— e Ol =

équivaut a —0,1¢ = In 27’, soit t = —101n ‘; ~ 8,473 min.

%. Comme % > 0, cela

Conclusion : le café est 2 50 “C au bout de —101n 37’ min,

soit environ 8 min 28 s.

® T(1) <
est strictement croissante sur ]0; +oco[. En divisant par
—0,1 <0, on change le sens : ¢ > —101n 2 ~ 12,53.
Donc § = [—10 ln% ;00 [ Conclusion : Malik doit

attendre environ 12,53 minutes.

40 < e " <2 «— —0,1t<Ini carln

(suite)

@ T(t) =20 <= e % =0: c’est impossible, car une
exponentielle est strictement positive. On ne peut pas
écrire In0. T(t) = 15 <= e %! = —L :1a encore, pas
de solution. Conclusion : le café ne descend ni a 20 °C ni

a 15 °C, il reste toujours strictement au-dessus de 20

°C.

(D T5(5) =55« T0e St =35 « e =1 —
—5k = ln%, car % > 0.
Donc k = —é ln% ~ 0,139. On a bien k£ > 0, car
ln% < 0. Conclusion : k = f% ln% ~ 0,139.

(Ex.s I

(a) 40 = 23 x 5, donc In40 = 3In 2 + In5.
() 0,016 = &
© ln;—0:—1n50:—ln(2x52)
(@) 20 = 11n(22 x 5) = }(2In2 + In5) = In2 + L In5.
(De62p-E-2
(® 1n (8v5)

* Regrouper, simplifier
@ A=InE26 —In9 (ou2In3).

@ %lnlfi:ln\/ﬁ:ln4:2ln2, donc
B=3In2—-2In2=1In2.

Propriétés algebriques : simplifier,
développer

Tout en fonctiondeIn 2 et In 5

= 13z = %,doncIn0,016 =In2 — 3In5.

=—In2—-2Inb5.

22,doncln6 25 =2In5—2In2.

=In(2*) +Inv5=3In2 + ;In5.

@ e’ x e’ =e""? donc C =In (e"?) =z + 2.

_ e1n(32) = elnd — 9.

(D E=eri=1
@ F = —ln(e3) =-3.
%% = Vrai ou faux sur les formules
@ Faux. Aveca=b=1:1In(1+1) =1In2 # 0, alors que
In1+41In1 = 0. On ne peut pas décomposer le In d’une

somme.

@ Vrai. In(a?b) = In(a®) + Inb = 2Ina + Inb, donc
In(a®b) — 2lna = Inb.
@ Faux. Aveca =e:In(2¢) =In2 +1Ine =1n2 + 1, alors

que2lne =2.0rIn2 # 1 car 2 # e. En fait,

In(2a) = In2 + Ina, et c’est In(a?) qui vaut 2Ina.

@ Faux. Aveca = e: (Ine)? = 1, alors que In(e?) = 2. En
fait, In(a*) = 2Ina.

@ Vrai. ab > 0, donc In v/ab = 1 In(ab) = 3(Ina + Inb).
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%% ' Les erreurs de Yanis

@ Yanis a décomposé le In d’une différence, ce qui est

faux. Pour z > 1,onaz? —1 > 0etz — 1> 0, donc

In(z? — 1) —In(z — 1) = lnﬁ%)éf—ﬂl =In(z +1).
@ Pour z = e:In % = —In(e?) = —2, alors que ﬁ =3
Yanis a tort : lni = —Ina, et non ﬁ Pourz > 1:

Int = —In(2?) = —2Inz.

x2 T

@ Non. Le In d’un produit est une somme, pas un
produit : In (z/z) =Inz +In /z =
2Inz. Avecx = e:In(eye) =

lnx—l—%lnw =

3, alors que }(Ine)* = 1

@ In (62””) =2z et In(ze®) = Inz + . L’expression vaut

donc2z —lnz—z=z—Inz.

* %% Une somme qui se télescope
@ Non. Il n’existe aucune formule pour le In d’une
différence : In(a — b) # Ina — Inb. D’ailleurs
1-— i = % < 1, donc son In est strictement négatif, alors
queln4 > 0.Leboncalcul:In(1—7) =In3 =In3 -
In4=In3 —2In2.

@ Pourk>2:1—- % = klgl = Lﬂkﬁzﬂl Les nombres
k—1, k + 1 et k? sont strictement positifs, donc on

L) =In(k—1)+

peut appliquer les formules : In (1 —

In(k+1)—In(k?) =In(k—1) +In(k+1) — 2Ink.
@Ug ln —|—ln——ln %Xg):lng.PuisU4:U3+
ln16 ln( X%)zln%.

@ D’aprés la question précédente, U, = >/, (ln(k —
1) —Ink) + >, (In(k + 1)

somme, les termes s’annulent deux a deux : la premiere

—1In k) Dans chaque

vaut In1 — Inn = — Inn, la seconde vaut
In(n+1) —In2.
Donc U, =In(n+1) —lnn —In2 = In %,

(Vérification : on retrouve In % =In % pour n = 3 et In %

pour n = 4.)

n 00 _
@ Ugg = D98 =

donc Ugg =In2 +2In5 —21In3 —

In 3. Or50 =2 x 52 et 99 = 32 x 11,

. 1 _
In11. Puis & =
% + % tend vers %, et In est continue en %, donc par

composition lim U, = ln == —1In2.
n—-+00

*%%k In(x?) ou2lnx?

® f(x)

f est définie sur | — 00 ; 0[U]0; 4o00]. g(z) existe si et

existe si et seulement si 2> > 0, c’est-a-dire z # 0 :

seulement si > 0 : g est définie sur |0; +o00].

(suite)

@ Non. La formule In(a?) = 21n a n’est vraie que pour
a > 0. Contre-exemple : f(—e) = In(e?) = 2, alors que
g(—e) n’existe pas. Les deux fonctions n’ont pas le
méme ensemble de définition ; elles coincident
seulement sur ]0; +oo[. Pour z < 0: 2? = (—z)* avec

—z > 0, donc f(z) = 2In(—=z).

@ Domainede f:z # 0. f(z) =4 < 2?2 =¢'! <
z=¢e’ouz = —e?, donc S = {—e?;e?}. Domaine de g :
z>0.g9(z) =4 < lnz=2 <= z =e¢? donc
S = {e?}. Conclusion : ’équation avec f a une solution
de plus, la solution négative —e?, que g ne peut pas

voir.

@ Pour z > 0, In(z?) = 2Inz. Onpose X =Inz :
I’équation s’écrit X2 = 2X, soit X (X — 2) = 0, donc
X =0o0uX =2 Ainsilnz =0 <= z=1et
Inz =2 < z =¢S5 ={1;¢e?}. Attention: (Inz)?

et In(z?) ne sont égaux que pour ces deux valeurs.

@ f(e®) =In(e®) =2z;In£5 =In (e 2
ef@ = i) = 22 car 22 > 0.
Donch(z) =2z —xz—2+z*=2>+z— 2. Pourz # 0
2=0,A=9,douxz=10ouz = -2, tous

):—:C—Q;

:m2+x—

deux non nuls. Conclusion : § = {—2;1}.

* %% Quotients de logarithmes

_ In8 __ 3In2 __
@ Non :In8 =In(2%) = 3In2, donc 2 = J1* = 3, alors

que In4 ~ 1,386. Un quotient de deux In n’est pas le In
du quotient : E_Z #In¢.

@ lnﬁl5 = —In(5%) = —3In5et In25 = 2In 5, donc le
premier quotient vaut —2. Puis In+/27 = £ In(3%) =
1_3

x:=3

%ln3 et In9 = 21n 3, donc le second vaut % 5=1%

@ %(Z—z)l = ;ﬁ = ﬁ. La simplification par In a exige
Ina # 0, c’est-a-dire a # 1 ; pour a = 1, le

dénominateur In(17) = 0 et le quotient n’existe pas.
In3
@ Sipe = =1n(2P).
Comme ln est strictement croissante sur |0 ; +-00[, on en

déduit 37 = 2P. Or 37 est un produit de facteurs

g, 2 "alors qIn 3 = pIn 2, soit In(37)

impairs, donc impair, et 2? est pair car p > 1 : c’est
In .

impossible. Conclusion : ﬁ n’est pas un quotient

d’entiers naturels non nuls ; comme il est strictement

positif, ce n’est pas un rationnel.

(&) m6=In(2x 3) =

In2 +1n3, donc 26 — 23 _ 7 4

In2 — " In2
}E—g. Si ce nombre était une fraction r d’entiers, alors
% = r — 1 en serait une aussi, ce qui contredit la

ln6
n2

s’écrire comme une fraction d’entlers.

question précédente. Conclusion : ne peut pas
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E quations et inéquations avec In et

8 .

| Ex. 15 B

@ Domaine:z > 0.lnz =3 <= z =€, et €3 > 0.
S = {e}.

Automatismes : résoudre en une ligne

@ e” > 7<= z > In7 (In est strictement croissante).
S =]In7;+o0[.

@ Domaine:z > 0.lnz < —1 <=z <e L. On garde le

domaine : S =|0;e71].

@ Domaine: 2z —1 > 0et x +4 > 0, soit z > %
L’équation équivaut a 2 — 1 = = + 4, soit x = 5.
Comme 5 > 1 : § = {5}.

@e3m+1:2<:>3:c+1:1n2<:>m:1“2771.

S = {lné’l}, avec MT’I ~ —0,102.

@ Pour tout réel z, e® > 0. Il ne peut donc pas valoir —4 :
S=0a.

Domaine:z > —2.In(z +2) >0=lnl<—=z+2>
1 <= z > —1. On garde le domaine : § = [-1; +oo].

CEx. 10 Y

@ Faux. Un logarithme peut &tre négatif : pour z > 0,

Vrai, faux ou erreur ?

Inz=-2<=z=e¢2
Donc S = {e?}.

@ Inés a appliqué I’équivalence sans avoir un seul In de
chaque c6té. Domaine : x > 0. On a
Inz + In2 = In(2z), donc ’équation équivaut a

2z = 10, soit z = 5. S = {5}.
@ Vrai.e?? =9 «—= 2z =1In9=2In3 < z =In3.

@ En multipliant par —1, il faut changer le sens de
Pinégalité. Correction : —z > In4 <= z < —In4.
S =] —o00;—1In4].

@ Faux. Domaine:z > 0et5 —z > 0,s0it 0 < < 5. Sur
ce domaine, z > 5 —r < x > g,doncS:]g;5[.
Contre-exemple : z = 6 est dans ’ensemble proposé,
mais In(5 — 6) n’existe pas.

%% - Equations et inéquations en deux
temps

@ Domaine:x — 1> 0et z + 3 > 0, soit x > 1. Pour
z > 1, I'équation équivaut aIn ((z — 1)(z + 3)) = In 12,
soit (z — 1)(z + 3) = 12, c’est-a-dire z* + 2z — 15 = 0.
A=4+60=64,doiz=30ouxz=—-5.5Seul3 >1

convient. Conclusion : § = {3}.

(suite)

@ Avec X =e®,ona X > 0ete®® = X2
X?2+2X —48=0.A=4+192=196,d’ou X = 6 ou
X = —8. On rejette X = —8, car e > 0.

Donc e” = 6, soit = In 6. Conclusion : S = {In6}.

@ Domaine : ¢ > 0. Onpose X =Inz: X2 +4X —5=0.
A=16+20=36,dot X =1ouX = —5.Ici X peut
&tre négatif. nz =1<=z =-eet
Inz = —5 «= z = e %, deux réels strictement positifs.

Conclusion : § = {e °;e}.

@ Inz <Osur]0;1[,lnl1=0etInz > 0sur]l;+oo[. De
méme, 2 — z > 0 sur |0;2], il s’annule en 2 et il est
négatif sur |2 ; +-00[. Le produit est donc négatif sur
]0;1[, nul en 1, positif sur ]1;2[, nul en 2 et négatif sur

]2 ;+00[. Conclusion : S = [1;2].
%%  Elimination d’un médicament
@ Diminuer de 12 %, c’est multiplier par 0,88. La suite

(cn) est donc géométrique de raison 0,88 et de premier

terme 40 : ¢, = 40 x 0,88".

() ¢, < 5 <= 0,88" < 0,125 <= nIn0,88 < In0,125 (In
est strictement croissante) <= n > 1{‘7%%. Le sens
1;06,18285 ~ 16,27. Le plus petit

entier est donc n = 17 : la concentration passe sous 5

change car In 0,88 < 0. Or

mg/L au bout de 17 heures
(017 ~ 4,553)

@ On répete tant que la concentration est encore au moins
égaleab:while ¢ >= 5:etc = ¢ x 0.88.Le

programme affiche alors 17.

(d) Non. ¢, <20 <= 0,88" < 0,5 = n > 225 ~ 542 (le
sens change car In 0,88 < 0). La concentration est
divisée par deux au bout de 6 heures. Au bout de 4
heures, elle vaut encore environ 60 % de sa valeur de
départ, car 0,88 &~ 0,600. Lina a tort : les baisses de
12 % se multiplient, elles ne s’additionnent pas.

% %% Domaine d’abord : équations et
inéquations a pieges

@ Domaine : il faut > 0 et z — 3 > 0, s0it z > 3. On a
2In2 = In4. Pour z > 3, I’équation s’écrit
In (z(z — 3)) = In4, ce qui équivaut a z(z — 3) =4,
soitz2 — 32 —4=0.A=9+16 =25,donc z = % =

4ouz = 32 = —1.Seul 4 > 3 convient : § = {4}.
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(suite)

@ Faux. Domaine : 22 — 3z = z(z — 3) > 0, soit £ < 0 ou

z > 3 (signe d’un trindme). Sur ce domaine, ’équation
équivaut d 2 — 3z = 4,soit z = 4ouzxz = —1, et les
deux sont dans le domaine : S = {—1;4}. Dans la
question précédente, In z et In(z — 3) doivent exister
séparément, ce qui impose z > 3 et exclut —1. Les deux
équations n’ont pas le méme domaine, donc pas les
mémes solutions. En effet, In(ab) = Ina + Inb n’est

valable quesia > 0et b > 0.

@Domaine:x>0,:c+2>0et3x+6>0,soitx>0.

Pour z > 0, 'inéquation s’écrit

In (z(z + 2)) < In(3z + 6). Comme In est strictement
croissante, elle équivaut a z(z + 2) < 3(z + 2), soit

(z +2)(z — 3) <0, c’est-a-dire —2 < z < 3. On croise

avec le domaine z > 0: .S =|0; 3].

@ Domaine : ¢ > 0. Signe de In z : négatif sur |0; 1], nul en

1, positif sur |1;4oo[. Signede e® — 5 :
e” >5<= x >Inb,aveclnb ~ 1,61 > 1.

b 0 1 In5 +oco
Inx - 0]+ +
e—5 — — 0 +
produit + 0 - 0 +

Conclusion : S = [1;In5], avec In 5 ~ 1,61.

% %% Changements de variable : X = ¢” ou
X =Inz

@ On pose X = e, donc X > 0 et €2 = X2. On obtient

X2+ X -6=(X-2)(X+3)>20«<= X< -30u
X > 2. Le cas X < —3 est impossible, car e > 0. 11
reste e > 2 <= z > In 2 (In est strictement
croissante). Conclusion : S = [In2; +ool, avec

In2 ~ 0,69.

@ Domaine : ¢ > 0. Onpose X =Inz: X2+ X —6 =0,

donc X = 2 ou X = —3. Le logarithme prend toutes les
valeurs réelles, donc les deux valeurs conviennent :
Inz=2+<=z=c’etlnz=-3<=2=e 3 Ces
deux nombres sont strictement positifs. Conclusion :

S ={e?;e?},avece® ~ 0,05 et e ~ 7,39. Seul X =
e” impose X > 0.

@ Domaine:z > 0.Onpose X =Inz: X2 -3X 4+ 2=

(X -1)(X-2)>0<= X <1louX > 2. D’une part,
Inz <1<=0<z <e(etnonz < eseul, a cause du
domaine). D’autre part, Inz > 2 < z > €.
Conclusion : S =]0;e[U]e? ; +00[, avec e &~ 2,72 et

e? ~ 7,39.

(suite)

@

Comme €* > 0, multiplier par e” conserve le sens :

2e2* 43 < 7e*.Onpose X =e® > 0:

2X2 - 7X +3<0.A =149 — 24 = 25, donc les racines
sont X = % = % et X = % = 3. Le trindme est
négatif entre ses racines : % < e < 3, et ces deux bornes
sont positives. Comme In est strictement croissante, on
obtient —In2 < z < In 3. Conclusion :

S=[-In2;In3|,avec —In2 ~ —0,69 et In 3 ~ 1,10.

% %% Arnac et Belvés : deux populations

®

Perdre 2 % revient & multiplier par 0,98, et gagner 3 % a
multiplier par 1,03. Les deux suites sont donc
géométriques : a, = 50000 x 0,98" et

b, = 30000 x 1,03".

a, < 40000 < 0,98" < 0,8 <= nIn0,98 < 1n0,8 (In

est strictement croissante). Or In 0,98 < 0, donc le sens

change quand on divise : n > 11?00588 ~ 11,05. Le plus
petit entier qui convient est n = 12. Conclusion : Arnac

passe sous les 40 000 habitants en 2037.

b, > a, <= 30000 x 1,03" > 50000 x 0,98". On divise
par 30000 x 0,98" > 0: (%)n > % Comme les deux

membres sont positifs, on applique In : nln % > In %

Or % > 1, donc In % > 0 et le sens est conservé : n >
In(5/3) .
In(103/98) 10,27.

Donc n = 11 : Belves devient plus peuplée qu’Arnac en

2036.

On répete tant que Belves n’est pas plus peuplée
qu’Arnac:while b <= a :,puisa = a * 0.98etb =
b x 1.03. Le programme affiche 2036, ce qui confirme

le résultat de la question précédente.

n C Seuils : In(q") :nlnq)

Ex. 22 B

®
®

Seuils en ligne
0,125 = £ = 273, donc In(0,125") = nln(27%) =
—3nln2.

0,4" < 0,005 <= n1n0,4 < In0,005 <= n > 0005
5,78 (le sens change car In 0,4 < 0).

Donc S = {6;7;...}. Controle : 0,45 = 0,01024 et
0,45 = 0,004096.

0,95" > 0,6 <= nn0,95 > In 0,6 <= n < g ~

9,96 (le sens change car In 0,95 < 0).
Donc S = {0;1;...;9}. Contrdle : 0,95 ~ 0,630 et
0,95 ~ 0,599.
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@ On divise d’abord par 5 : u(n) > 100 < 1,2" >
20<=n> 11;‘1202 ~ 16,43 (car In1,2 > 0). Le plus petit
entier est n = 17. Controle : u(16) ~ 92,44 et

u(17) ~ 110,93.

(e) 1,052 ~ 2,925 < 3 et 1,05% ~ 3,072 > 3. Comme la
suite (1,05") est croissante, 23 est bien le plus petit

entier qui convient.

*
@ Faux. Pour n = 2 : In(3%) = In9 ~ 2,197, alors que
(In3)? & 1,207. La bonne régle est In(3") = nln 3.

Vrai ou faux sur les seuils

@ Faux. In 0,6 < 0, donc le sens change : 0,6" >

0,002 <= n < 11111?0022 ~ 12,17. Contre-exemple : n = 13

vérifie n > 12,17, mais 0,6'® ~ 0,0013 < 0,002.

@ Non. Il faut n > 14,91, donc on arrondit a 'entier
supérieur : n = 15. Contrdle : 1,3'* ~ 39,37 < 50 et
1,3'% ~ 51,19 > 50.

(D Faux. v(n) > 2,9 <> —2 x 0,8" > —0,1 <= 0,8" <
0,05 (on divise par —2 < 0, donc le sens change). On en
déduit n > 12 ~ 13,43 :onav(n) > 2,9 désn = 14 (
v(13) ~ 2,890 et v(14) ~ 2,912).

(e) Vrai. In(0,9") = n1n0,9, avecn > 0 et In0,9 < 0 car
0,9 < 1. Le produit est donc strictement négatif.

%% Un médicament éliminé
@ Retirer 15 %, c’est multiplier par 1 — 0,15 = 0,85 :
m(n + 1) = 0,85 m(n). La suite (m(n)) est géométrique
de raison 0,85 et de premier terme 80, donc
m(n) = 80 x 0,85".

(b) 80 x 0,85" < 5 <=5 0,85" < 0,0625 <= n1n0,85 <

In 0,0625
0,35

In 0,85 < 0). Contréle : m(17) ~ 5,05 et m(18) ~ 4,29.

Le médicament n’agit plus au bout de 18 heures.

In0,0625 <—=n > ~ 17,06 (le sens change car

@ La boucle continue tant que le seuil n’est pas atteint,
donc tant que m >= 5:onécritwhile m >= 5:etm =

m * 0.85. La fonction renvoie 18.

@ Avoir éliminé au moins 90 %, c’est qu’il reste au plus

10% : m(n) < 8 < 0,85" < 0,1 <= nln0,85 <

In0,1
In0,85

In 0,85 < 0). Controle : m(14) ~ 8,22 > 8 et

m(15) ~ 6,99 < 8. L’organisme a éliminé au moins 90 %

In0,1 <=n > ~ 14,17 (le sens change car

de la dose au bout de 15 heures.

%% ' Un placement a2 2,5 %
@ Ajouter 2,5 %, c’est multiplier par 1 + 0,025 = 1,025.

La suite (C(n)) est géométrique de raison 1,025, donc
C(n) = 2000 x 1,025".

@ On divise d’abord par 2000 : C(n) > 3000 <—-
1,025" > 1,5 <= n > (25 ~ 16,42 (car In1,025 > 0).
Controle : C(16) ~ 2969 et C(17) ~ 3043. Le capital
atteint 3000 € au bout de 17 ans.

@ Au départ, C = 2000, donc la condition C > 3000 est
fausse : la boucle ne tourne jamais et la fonction renvoie
la valeur initiale 1. Premicre erreur : la condition de la
boucle doit étre la négation de ce qu’on cherche, soit
while C < 3000:. Deuxiéme erreur : il faut partir de n
= 0, sinon le résultat est décalé de 1. Le programme

corrigé renvoie 17.

@ On note t le taux sous forme décimale. I1 faut
(141¢)% =2,donc 20In(1 + t) = In2, soit 1 + ¢t = e&
ett=e% —1n~ 0,0353. Pour doubler un capital en 20

ans, il faut un taux d’environ 3,53 %.

% %% La demi-vie d’un isotope
@ Perdre 6 % revient & multiplier par 1 — 0,06 = 0,94 :
N(n+1) =0,94N(n). (N(n)) est donc géométrique,
de raison 0,94 et de premier terme 12, d’ou

N(n) = 12 x 0,94".

(®) N(n) < 6 <= 0,94" < 0,5 (on divise par 12 > 0) <=
n1n 0,94 < 1n0,5 (In est strictement croissante) <
n = llnno% ~ 11,20 : le sens change, car In 0,94 < 0.
Contrdle : N(11) ~ 6,076 > 6 et N(12) ~ 5,711 < 6. La

demi-vie est de 12 jours.

@ Il a raison. 0,94%* = (0,94'%)2. D’aprés la question
précédente, 0 < 0,942 < 0,5. Comme la fonction carré
est croissante sur [0 ; +ool, on obtient 0,94?* < 0,25. En
fait 0,94'2 < 0,5 strictement, donc 0,942 < 0,25 : il
reste moins du quart des noyaux
(on trouve 0,94%* ~ 0,2265).

(@ N(n) <0,12 < 0,94" < 0,01 < n1n0,94 <
In0,01 <=n > Eg—:g}l ~ 74,43 (le sens change, car
In0,94 < 0). Contrdle : 0,947 ~ 0,0103 > 0,01 et
0,947 =~ 0,0097 < 0,01. Il faut au minimum 75 jours.
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(suite)
@ Onpartden = @etN =
I'objectif N < 12 x &

condition est la négation de cet objectif.

12. La boucle tourne tant que

n’est pas atteint, donc sa

def jours(p):
n=20
N = 12
while N > 12 x p / 100:
N =N x*x 0.94
n=n+1
return n

jours(1) renvoie 75, comme a la question précédente.

%% % Une suite qui approche 5
(®) Ups1 = tns1 — 5= 0,7, — 3,5 = 0,7 (u, — 5) = 0,7 v,.
Donc (vn) est géométrique, de raison 0,7, avec
v9g=1—5=—4. Ainsiv, = —4 x 0,7 et u, = v, +
5=5—4x0,7"

@ Uy, = 4,99 <=4 x 0,7" < 0,01 <= 0,7" < 0,0025 <=
n1n0,7 < 1n0,0025. L’erreur de Lina : In 0,7 < 0, donc
le sens change quand on divise. On obtient
n > B30 ~ 16,80. Controle : uig ~ 4,9867 < 4,99 et
uy7 =~ 4,9907 > 4,99. Le plus petit entier est 17.

() uy>5—e <0,

< £, avec § > 0. Cela équivaut a
. 1
nln0,7 <In g, soit n >

2 (car In0,7 < 0). Cette

borne est positive, car § < 1. Le plus petit entier qui

convient est le plus petit entier supérieur ou égal a

In(e/4

In0,7 *

In(e/4) 5 In(e/40) _ In(¢/4)—In10
@ La borne passe de o7 A W07 —  mo7 . Elle

augmente donc de hllré 170 = lnl(rié% ~ 6,46. Le rang

augmente donc de 6 ou 7. Avec e = 0,001 :
I“ﬁf% ~ 23,25, donc le rang est 24

(au lieu de 17, soit 7 de plus).

@ La condition de la boucle est la négationde u > 5 — e :

while u < 5 - e:. Le terme suivant se calcule par u =

0.7 x u + 1.5. rang(0.01) renvoie 17, ce qui
confirme la question 2.
% %% Deux villes qui se croisent
@ Perdre 2 % revient & multiplier par 1 — 0,02 = 0,98, et

gagner 1,5 % revient a multiplier par 1 + 0,015 = 1,015.

Les deux suites sont géométriques : A(n) = 25000 x
0,98" et B(n) = 18000 x 1,015,

(b) A(n) < 20000 <= 0,98" < 0,8 <= n1n0,98 <

1n038
In 0,98

In 0,98 < 0). Controle : A(11) ~ 20018 > 20000 et
A(12) ~ 19618.

Donc n = 12 : la population de A passera sous 20 000
habitants en 2037.

In0,8 <= n > 7= ~ 11,05 (le sens change, car

[ Ex. 29 R

[ Ex. 30 Bl

(suite)

@ Les deux membres sont strictement positifs. B(n) >

A(n) <= (%) > 2 (on divise par

18000 x 0,98" > 0). Comme In est strictement

1,015
croissante, cela équivaut & nln g5 > In 2 Or

1,01
00985 > 1, donc son In est positif et le sens est conservé :

n > RS ~ 9,36. Controle : B(9) ~ 20581 <
A(9) ~ 20844 et B(10) ~ 20890 > A(10) ~ 20427. B

dépasse A en 2035.

@ La boucle tourne tant que B ne dépasse pas A : b <= a
est la négation de ce qu’on cherche, B(n) > A(n). A
chaque tour, les deux populations évoluent d’une année
et n augmente de 1. La boucle s’arréte au premier n tel

que B(n) > A(n), donc annee() renvoie 10.

Dérivée, variations, limites de ln

et croissances comparées

Limites et croissances comparées

@ 4lnw 1 _ 4ln$ — ;—2 Par croissance comparée, 12_2:3 —

0, et 2 — 0. La limite vaut donc 0.

@ Par croissance comparée, 2> Inz — 0 en 07. De plus,

—3z + 1 — 1. La limite vaut donc 1.

@ C’est une forme « 2 ». Pour z > 0, on factorise par z :

Inz Inz
_ z(2-z) o Iz )
2z-Inz _ ( £ ) = %—. Par croissance

z+3 (1+§) T+
comparée, ln—’” — 0, et — 0. La limite vaut donc
T =2.

@ Non. Ce n’est pas une forme indéterminée : Inx — —oo

. . L
et 2 — 07. Par quotient, lim " = —oo.
z—0+t T

@ On pose X = 3z, qui tend vers 0. Alors ﬂliﬁl =3 X
In(1+X) In(1+X)
< - Or X

— 1, donc la limite vaut 3.

@ Par croissance comparée, lnTm — 0. De plus, IHTQC >0

. T
pour z > 1. Par inverse, 7~ — +00.
Dériver avec In, tangente en 1

@ f(z) = S 2.

@ On dérive un produit : ¢'(z) =1 x Inz + = x % =
Inz+ 1.

@ Lina a pris 7 pour la dérivée de Inz. Or In'(z) = %,

donc k'(z) = 2
1
. . =xz—(1+lnx)x1
@ On dérive un quotient : h'(z) = gxe-(LHna)xl p ) =
l-1-lnz  Inz
x? =T 2

@ In1=0etIn’(1) = 1. La tangente a donc pour équation
y=1x(z—-1)+0,soity =z — 1.
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@ Domaine : > 0. Comme exp est strictement
12 <= z >el2,
162 755. On voit que In

croissante, Inz >
Donc S =

croit trés lentement.

[e!2; +o0[, avec e!? ~

%% '~ Variations et nombre de solutions
2_ —
@ () = 22 195_8 _ 2(a"-9) _ 2(z—3)(z+3)

= . Sur
T T
]0;+o00[,onaz > 0etz+ 3 >0,donc f/(z) ale signe
de z — 3. Ainsi f'(z) < 0sur ]0;3[, f'(3) =0et f'(z) >

0 sur |3; +o0].

@ Inz — —o0, donc —18Inz — +o0, et 22 — 0. Par

somme, zhﬁrg f(x) = +o0.

@ Forme «0o — co». Pour z > 0, f(z) = =* (1 — 1812£).
Par croissance comparée, la parenthése tend vers 1. Par

produit, lim f(z) = +oo.
T—+00

@ x 0 3 400

f(x) - 0 +

f(x) [+o0| \¢ |9—18In3| & | 400

Le minimum vaut f(3) =9 — 181n3 ~ —10,775.

@ Sur ]0; 3], f est continue et strictement décroissante, de
+00 a f(3) < 0. D’apres le corollaire du TVI, ’équation
[, f est

continue et strictement croissante, de f(3) < 0a +oo :

f(z) = 0y a une unique solution. Sur [3; +oo

une unique solution 1a aussi. L’équation admet donc

exactement deux solutions.
%% La courbe de In et sa tangente en e
@ lIne=1etln'(e) =

= Onadoncy— (a:—e)+1 soit

ey — Z
T:y=7%.
@ D’aprés la question 1, d(z) = < — Inz. Alors d'(z) =
1_1_z—e . .
e~ 7= o Commeez >0,d(z)alesigneder —e:

d'(z) est négative sur |0 ; e[, nulle en e et positive sur

Je; +ool.

@ EnOf: % — 0et —Inz — +00, donc d(z) — +o00. En
too:d(z) =z (L —
parenthése tend vers 1 > 0. Par produit, d(z) — +o0.

@ X 0 e —+o0

d’(x) - 0|+
d(x) [+oo | Ny | O | /7 [+

1”) Par croissance comparée, la

Le minimum vaut d(e) =1 — 1 = 0, donc d(z) > 0 pour

tout £ > 0. Ainsilnz < % : la courbe C est sous T'. Elles

ne se touchent qu’au point d’abscisse e.

% %% Une étude compleéte avec fonction
auxiliaire
@ g est dérivable sur |0; +o0o[ et ¢'(z) = 2z + 1, car la
dérivée de Inz est 2. Pour z > 0, g'(x) > 0: g est
strictement croissante. De plus,
g(1)=1—-1+Inl=
10;51[, g(1) =0 et g(z) > O sur |1;+o0].

0. Conclusion : g(z) < 0 sur

@ En0" :Inz — —oco et z — 0". Par quotient, 22 —
—o0 (ce n’est pas une forme indéterminée). Comme
z —1 — —1, par somme, hm f(z) = +00. En +o0 :

par croissance comparée, h‘T” —0etz —1— +o0.

lim f(z) = 4o0.
r—+00

@ (lnT:c)/ _ ‘szmaglnz — 1= ln:c dOIle ((L‘) —1- 1— ln:z —
% = %%l Comme z* > 0, f'(z) ale signe de g(z),
et f(1)=0—9=0.

Conclusion :

x 0 1 ~+ o0
f(x) -1 0 [+
f(x) |4oo| \y | 0 | 2| 400

Conclusion : f est strictement décroissante sur ]0;1] et

strictement croissante sur [1; +oo[. Son minimum vaut

Ff1)=0.
@ f@)—(@—1)=

signe de —Inz. Sur |0;1[, Inz < 0 : C est au-dessus de
D. Sur]1;+400

Conclusion : C et D se coupent au point (1;0), et ’écart

—lnTw. Comme z > 0, cet écart a le
[,Inz > 0:C est en dessous de D.

tend vers 0 en +00 par croissance comparée.

@ D’apres la question 3, f(z) > f(1) = 0 pour tout > 0,

donczx — 1> IHT“” On multiplie par > 0 :

z? — z > Inz. Conclusion : pour tout z > 0,

Inz < 2% — z.

%% % Le taux d’accroissement delnen 1

@ Non. « 8 » est une forme indéterminée. Comme In1 = 0,
h(z) = % c’est le taux d’accroissement de In
entre 1 et 1+ 2. Or In est dérivable en 1 et In'(1) =
1 =1 (la dérivée de In est 2, pas ). Conclusion :
ylcig(l) h(z) = 1, donc Noé a tort.

@ Quand x — 400, X =1+ 1z — +oo et lnX — 0 par
croissance comparée. Par composition, Hﬁj—ﬁzz — 0. De
plus, H—m = l + 1 — 1. Conclusion : par produit,

lim h(:c) =0.

T—>+00
1ta)— 1-(1+
@ <p’(x) = g(l_fz)# - HLw = (lJr:):);lj = (1+m
¢'(z) < 0, donc ¢ est strictement décroissante sur
[0;+00]. Or p(0) =0 —
z >0, p(z) < ¢(0)=0.

. Sur ]0; +o0],

In1 = 0. Conclusion : pour tout
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@ Comme (In(1+z))' = 1, ona h/(z) =

= xz—In(1+z)

x2

= %. Comme z* > 0 et p(z) < 0, on
obtient k/(x) < 0. Conclusion : h est strictement

décroissante sur |0 ; +oo].

@ Soit > 0. Pour tout ¢ €]0; 3[, on a h(t) > h($).
Quand ¢ — 0, on obtient 1 >
h(z) < h($),onah(zx) <1,douln(l +z) < zen
multipliant par £ > 0. Avec X =1+ z > 1, cela s’écrit

h(%). Comme

In X < X — 1. La tangente en 1 a pour équation

=1In'(1)(z — 1) + In1, soit y = = — 1. Conclusion : sur
]1;+00[, la courbe de In est strictement en dessous de
sa tangente au point d’abscisse 1.

* %% Redémontrer les croissances

comparées

@ La dérivée de Inz est 1, pas o~ : g'(z) =1 — 2 = 2,
Pour z > 0, ¢'(z) ale signe de z — 2.
Donc g est strictement décroissante sur |0 ;2] et

strictement croissante sur [2 ; +oo].

X 0 2 “+o00
g'(x) - 0 +
g(x) N [2(1-In2) | A~

Son minimum vaut g(2) =2 —2In2 =2(1 — In2).
Comme 2 < e, In2 < 1 par stricte croissance de In, donc

g(2) > 0. Conclusion : g(z) > g(2) > 0 pour tout z > 0.

@ Pour z > 1,Inz > 0 et, d’apres la question 1,
2lnz < x.

Donc0 <Ilnz < . On divise par 2 > 0 : 0<h1—“”<—

Comme lim % = 0, le théoréme des gendarmes donne
z—+00 “F
lim bz =
r—+00

@Pourz>1,\/5>0,d0ncg(\/5)>0:
VvV >2n,z=

ln:c Comme Inz >0,ona

0< 1“7“” < 3? Or = — 0 en +oo. Conclusion :
par les gendarmes, lim 1“—“ =0.
z—4o0 T

@ Faux. On factorise par le terme dominant :

Inz

Inz—xz==x ( — 1). La parenthese tend vers 0 —

1 = —1 (question 3) et £ — +o00. Par produit,

lim (Inz — z) = —oc0. «Négligeable » porte sur le

T—>+00

quotient IHT””, pas sur la différence.

Quandz — 07, X =
O,

lnlen% = —InX, donc z?lnz =

1 _1
2 —++00.0naz = % et

_151(_)2(' D’apres la
question 2, %(- — 0. Conclusion : par composition,

lim z2lnz = 0.
z—0"

n ( Fonctions In(u) )

[ Ex. 36 R

@ u(z) = 42> +1 > 0,4/ (z) = 8z, donc f'(z) = 428221‘

Dériver In(u) sans oublier u/

@ u(z) = e* 4+ 3 > 0,4/ (z) = 2¢*, donc ¢'(z) = e21+3

@ K (z) = 24 donc k'(2) = 241 = B.

34z ) 8+2

@ Linaa oublié v'(x) = 2z au numérateur : (In(z® +

M) = #
@ Non. u(z) = 5z, v/(z) = 5, donc la dérivée vaut 2= = 1,
et pas 5.

@ Faux. La dérivée vaut li—jz. Sur] —oo;3[,1—4z>0:
la dérivée est donc strictement négative et la fonction

est strictement décroissante, comme u(z) = 1 — 4z.

* Ot In(u) est-elle définie ?

@ Onveut2z —6 >0 <— x> 3.
Donc D =|3; +o0].

@ Onveut9 —z? >0 < 2’ <9 < -3 <z<3.
Donc D =] — 3;3|.

@ z + 3 s’annule en —3 et 5 — z en 5 (valeur interdite). Le
quotient est négatif sur | — oo ; —3[, nul en —3, positif
sur | — 3; 5[ et négatif sur |5 ; +oo[. Il faut un quotient
strictement positif : —3 est exclu (In 0 n’existe pas), 5

aussi.
Donc D =] — 3;5].

@ Non. Il faut u(z) > 0 strictement. Or (z — 3)2 =
z = 3, et In 0 n’existe pas.

Donc D =] — 00;3[U]3; +00].

0 pour

@ A =1—4= -3 <0 et le coefficient de 2 est positif,
donc 2% + 2 + 1 > 0 pour tout réel z.
Donc D = R.

@ Faux. Contre-exemple avec z = 1:
In(1% + 4) = In5 # 0, alors que (12 +4) x In1 = 0. On

ne «sort» pas le In d’une expression.

(Ex. 35 B

@ 224+ 1— +ooet lim InX = 400, donc la limite vaut
X—400

Limites de In(u) par composition

+o00.
@ 1+ % — letlnl =0, donc la limite vaut 0.

@ Quandz — 6,6 —x — 0" et lim In X = —oco, donc
X—0"

la limite vaut —oo.

(d) Faux. e +5 — 0+ 5 = 5, pas 0.
Donc In(e” + 5) — In5.
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’ S g 2ol _ 2y
@ Hugo n’a regardé que le numérateur. 55 = T — 2,

donc la limite vaut In 2.

%% Etude de In(4x — x2)
@ On veut 4z — 2% = z(4 — ) > 0. Ce trindme a pour
racines 0 et 4 et il est strictement positif entre ses
racines.

Donc D =]0;4].

@ u(z) = 4z — 22, u/(z) = 4 — 2z, donc f'(z) = 25,
Sur D, le dénominateur est strictement positif, donc
f'(z)alesignede 4 — 2z : f'(z) > 0sur |0;2],

f'(2) =0, f'(z) < 0sur]2;4].
@ Quand z — 0T ouz — 4~, 4z — 22 — 0*. Comme

lim In X = —o0, on obtient lim f(z) =
X—0" z—0"

g fle)=-

@ x 0 2 4

f(x) + 0 -
f(x) |—oo| A/ |2In2]| N\ | —o0

—o0 et

f croit de —oco a f(2)

—00. Le maximum de f est 21n 2, atteint en z = 2.

=In4 = 21In 2, puis décroit vers

@ Sur D =]0; 4], par stricte croissance de In : f(z) =
In3 <= 4dz—2?2=3 <= 22 - 42+3=0 <
(z—1)(z —
Donc S = {1;3}.

* %% Etude de In((x — 1)/(x + 2))

@ 11 faut 2—;; > 0 (strictement) et z # —2. z — 1 s’annule
enlet x + 2 en —2. Le quotient est positif sur
] — 00; —2[, négatif sur | — 2;1[, nul en 1 et positif sur
]1; +00[. Comme on exige > 0, on exclut x = 1:

D =] — 00;—2[U]1;+00].

@ Non. Pour z = —3, qui est dans D :
f(=3) =In=% = In4, mais In(—3 — 1) = In(—4)
n’existe pas. L’égalité In £ = Ina — Inb exigea > O et

b > 0. Elle n’est donc vraie que sur |1 ; 4o0[.

@ On pose u(z) = &L avecu > O sur D. Onau/(z) =

z+27
(z+2)—(z—1) _ 3
(z+2)? T (z+2)?
u(z 3 42 3
DOHCf .'L’) J—% W X —1 — m SUI'D

(z — 1)(z + 2) ale méme signe que doncilest >0

z+2 ’
et f/(z) > 0. Conclusion : f est strictement croissante

sur | — oco; —2[ et sur |1; 400l

3) = 0. Les deux valeurs 1 et 3 sont dans D.

(suite)

@ En +00: 25 — 1,donc f(z) - In1=0.En -2 :z —
1 — —3etxz+ 2 — 0, donc le quotient tend vers +oo
et f(z) = +o00. En 1* : le quotient tend vers 0%, donc
f(z) = —oo. Conclusion : C a pour asymptotes
verticales les droites x = —2 et © = 1, et pour

asymptote horizontale la droite y = 0 en —oo et en

“+00.
@Pour:BED'f( )=2h2 — ln—*ln4 =
$+2—4 <— z—1=4x+8 <— z = —3. Comme

—3 < —2, onabien —3 € D. Conclusion : S = {—3}.
Avec la formule fausse de Yanis, on aurait perdu cette

solution.

%% In(e*+ 1) et ladroitey = x
@ Pour tout réel ¢z, e* +1 > 1 > 0, donc f est définie sur
R. Lucas a tort : il oublie v’ au numérateur. Avec

u(z) = e* + 1l et v/(z) = *, on obtient f'(z) = Le

ef+1
numérateur et le dénominateur sont strictement
positifs. Conclusion : f/(z) > 0 et f est strictement

croissante sur R.

@ En —o0, ® — 0, donc e® + 1 — 1 et, par composition,
f(z) = In1 = 0. Conclusion : axe des abscisses (

y = 0) est asymptote horizontale a C en —oo.

@ Pour tout réel z, e” + 1 = e”(1 + %), et les deux
facteurs sont strictement positifs.

Donc f(z) =In(e*) + In(1+e®) =z +In(1 +e7%).

@ En +o00,e™”

déduit que f(z) —z — 0 et que f(z) — +o0. De plus,
f(z) —z=In(14+e %) avecl+e > 1,donc

— 0,doncIln(l+e®) -1Inl1=0.0Onen

f(z) —z > 0. Conclusion : C est strictement au-dessus

de A sur R, et ’écart entre les deux tend vers 0 en +o0o0.

@ D’apres la question précédente, f(z) < z +1In2 <—
In(l1+e®) <

strictement croissante. Puis

In2 <= 1+e®<2,carlnest

< e %<1 < —x2<0 <= z>0.Conclusion:

S =[0;4o0].

% %% Une différence de logarithmes sous
controle

@ Inés se trompe : In(3z) =

In3 4+ Inx, et non 31Inz.
Donc (ln(3z)) =Ll(ouk

T

Donc f'(z) = 745 — § = (( 3) m(fﬁ)-

), et non 2.
2)

@ Poura:>2 onaz >0etz—2>0,donc
fl(z) = z(z 5 > 0 Conclusion : f est strictement

croissante sur |2 ; +o00].
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(suite)
@ En2",z —2 — 0", donc In(z — 2) — —oo. Par ailleurs,
In(3z) — In6.
Donc f(z) — —oo. Conclusion : la droite d’équation

z = 2 est asymptote verticale a C.

(@ Pourz >2: f(z) =In %2 =In (} x 2) =

x

In(1-2)—In3.En+oo,1— % — 1, donc

_ 2 ion: Li - _
In (1 — 2) — 0. Conclusion : ZEIPOO f(z) In3, et la
droite y = — In 3 est asymptote horizontale a C.

@ Pourz >2,0na0<1—2 <1,doncln(1—2) <0et
f(z) < —In3.0r —In3~ —-1,10 < —1.
Donc f(z) < —1 pour tout > 2. Conclusion : Zoé a

tort, Péquation f(z) = —1 n’a aucune solution dans

125400l
Etudier une fonction avec In :

problémes type bac

| Ex. 43 B

tromper

@ f'(z) =2—2 =222 Comme z > 0, f'(z) a le signe de

2z —5: f'(z) < O0sur]0;3[, F/(3) = 0et f/(z) > Osur

125 +o0l.

Dériver et étudier un signe sans se

@ Lina a pris = pour la dérivée de Inz. Or In'(z) = %,

donc la dérivée vaut ‘;1 +1= ’”zil.

@ Vrai. f'(z) = 1—2”;1” —

al—Inz >0 < z <e,et f nes’annule qu'en e.

1;1#, dusignede 1 —Inz. On

Donc f est strictement croissante sur ]0; e].

@ f’(m):2m—§:# :M%Z—HZ.Sur]O;—i—oo[,ona
z>0etz+2>0,donc f/(z) =0 < z =2

(—2 n’est pas dans le domaine).

@ Faux. Avec (u?) = 2u/u, on trouve 2 x £ x Inz = 222,
Contre-exemple : en x = 1, la vraie dérivée vaut 0, alors

que%:2.

@ On dérivelnu avecu =z2+4 > 0: (lnu) = %

Donc f/(z) = 7% — Let f/(2) =4 —1=—1.
d(z)=Inz+1-2=1Inz —1,donc g (e) = 0. Et
g(e) = e — 2e = —e. La tangente est horizontale :
y = —e.
* Limites aux bornes : formes
indéterminées

@ Forme co — 00. On factorise : 2 — 1 —Ilnz =
T (1 - 1_ 1“—””) Comme 22 — 0 (croissances
T T T

comparées) et 715 — 0, la parenthese tend vers 1. La

limite vaut +oo.

(suite)

@ Ce n’est pas une forme indéterminée : 22 — 0 et

—2Inxz — +o00. La limite vaut +oo.

@ zlnz — 0 (croissances comparées) et « — 0. La limite

vaut 0.

@ % = me + % Le premier terme tend vers 0

(croissances comparées), le second aussi. La limite vaut
0.

@ Ce n’est pas une forme indéterminée : 22 =Inz x 1,

aveclnz — —oo et % — +o00. La limite vaut —oo.

@ Forme co — co. On factorise : Inz(lnz — 1), ot les deux

facteurs tendent vers +o00. La limite vaut +oo.

z?lnz =z X (zlnz),avecz — Oet zlnz — 0. La
limite vaut 0.
%% Une fonction auxiliaire pour le signe de
fr
@ gx)=2zc+1= 2”E;—H.Commeac >0et222+1>0,
onag'(z) > 0.

Donc g est strictement croissante sur |0 ; +oc0[.

@ g(1) =1—1+1n1 = 0. Comme g est strictement
croissante : g(z) < 0sur ]0;1[, g(1) = 0 et g(z) > 0 sur
]1;+ool.

l _ _ 2_
@ (11179:) _ 1 Il;la:, donc fl(fli) —1— lgjlé‘nm _z ;rlnz —
a(z)

x?

@ Comme z2 > 0, f'(z) ale signe de g(z). En 0" :

B2 —Inz x 1 — —o0, donc f(z) — +o0. En +oo:

—_

—

*2% — 0 (croissances comparées), donc f(z) — +o0. Et

F1) =2.
X 0 1 400
f(x) -1 0| +

f(x) |4oo| \y | 2 | /]| 400

Conclusion : f décroit sur ]0;1], croit sur [1;+oo], et

son minimum vaut f(1) = 2.

@ Le minimum de f est 2, donc f(z) > 2 pour tout z > 0,
cest-a-direz — 1 > 1“7” On multiplie par z > 0:

2

22 —z > lnz. Conclusion : Inz < z2

—  pour tout

z > 0.
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%% ' Le bénéfice d’un atelier de vélos
@ B'(z) =2 — 1= 22, Comme z > 0, B'(z) ale signe de
5 — x : positif sur [1;5[, nul en 5, négatif sur |5;10]. On
aB(1)=0,B(5)=5In5 — 4et B(10) = 5In10 — 9.

X 1 5 10

B’(x) + 0 —

Bx)| 0 | ~|5Im5—4|\, [5In10-9

@ Le maximum est atteint en z = 5, c’est-a-dire pour 500
vélos. Il vaut B(5) = 51n5 — 4 ~ 4,0472 milliers

d’euros, soit environ 4047 €.

@ Sur [5;10], B est continue et strictement décroissante.
De plus B(5) =~ 4,05 > 3 et B(10) ~ 2,51 < 3. D’apres
le corollaire du TVI, I’"équation B(z) = 3 a une unique
solution « dans [5;10]. On calcule B(8,9) ~ 3,030 > 3
et B(9) ~ 2,986 < 3, donc 8,9 < a < 9.

@ Au-dela de 500 vélos, le bénéfice diminue. Entre 500 et
890 vélos, il reste supérieur 2 3000 €. A partir de 900

vélos, il passe sous 3000 €.

%% % Un minimum atteint en o
@ d(z)=2z+2= g%l.Sur}O;Jroo[,a: >0et

2%+ 1> 0, donc ¢g'(x) > 0: g est strictement
croissante. Ona g(1) = -2 < 0et g(2) =1+2In2 > 0.
Sur [1;2], g est continue et strictement croissante.
D’apres le corollaire du TVI, g(z) = 0 a une unique
solution a dans |1;2[. Sur ]0;1], g(z) < g(1) < 0, et sur
[2;400[, g(x) = g(2) > 0:iln’y a donc pas d’autre
solution. Conclusion : « est 'unique solution sur

105 4-o00].

(®) ¢(1,48) ~ —0,026 < 0 et g(1,49) ~ 0,018 > 0, donc
1,48 < a < 1,49. Comme g est strictement croissante et
que g(a) =0:g(z) <Osur]0;af, g(a) =0et g(z) >0
sur |ac; +00].

@ En0":1—2Inz — +ooet L — 400, donc leur produit

1-2lnz
T

lim f(z) = +o00.En +oo: f(z) = + 2 — 2 x e
z—0t z z

— +00. Comme z — 0, on obtient

avec 122 — 0 (croissances comparées) et L — 0.

Comme x — 400, on obtient 1_1)13 f(x) = 4o0.

(suite)
@ f/(:l',') 14 7£><ac7(i;21uw)><1 14 21nzag73 _

2
z —3;»221nz _ :Aﬁl Comme z2 > 0, f'(z) ale signe de

g9(z).
X 0 [ —+o0
f(x) — 0 +

f(x) [+oo| N\ [ fl)| /| +o0

Conclusion : f décroit sur |0; a], croit sur [a; +oo[, et

son minimum est f(c).

@ g(a) =0donne 2lna = 3 — o?.
Donc f(a) :a—i-—l*?;*az =a+ % =ata-—2=
200 — % La fonction ¢t — 2t — % est strictement
croissante sur |0 ; +00[, comme somme de deux
fonctions croissantes. Avec 1,48 < av < 1,49 : 2 x
1,48 — 135 ~ 1,609 et 2 x 1,49 — 155 ~ 1,638.
Conclusion : 1,60 < f(a) < 1,64.

%% * Nombre de solutions de f(x) =k

@ In,/z = 1Inz, donc 4 (y/z x %lnan)2 =4x ﬂth“ﬁ =
z(Inz)% On pose X = /z :quandz — 07, X — 0" et
X In X — 0 (croissances comparées).
Donc liI{]I f(z) =4 x0°=0.En+oo:z — +oo et

z—0"

(Inz)? — +o0, donc liIP f(x) = 4o0.
Tr—r+00

@ fl()=1x(nz)?+2zx2x I xng=(Inzx)?+

2lnz =Inz(Inz+2).Onalnz >0 <= z > 1let

Inz+2>0 < z>e2.

x 0 e 2 1 +oc0
In x — -1 0] +
Inx+2 - 10|+ +
P(x) + (0| —-f0]+

Avec f(e?)=e 2 x (—2)2=4e2et f(1)=0:

X 0 e 2 1 400
fx)| 0 | "4e 2| \0| " +oo

Conclusion : f admet un maximum local 42 ~ 0,54 en

e 2 et un minimum 0 en 1.

@ La tangente au point d’abscisse a est parallele a y = 3z
si et seulement si f'(a) = 3, c’est-2-dire
(Ina)*+2lna —3=0.Onpose X = Ina:
X?2+2X -3=0,A=16,donc X =1ouX = —3.On
obtient a = e ou a = e 3. Comme f(e) = e, la tangente
eneesty = 3(z —e) + ¢, soit y = 3z — 2e. Comme
f(e®) =9e3, latangenteene 3 esty = 3(z —e73) +
9e~3, soit y = 3z + 6e 3.
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(suite)

@ Pour z # 1, f(z) > 0, et f(1) = 0. On applique le
corollaire du TVI sur chaque intervalle ou f est
continue et strictement monotone. Sur ]0;e72], f croit
de 0 (non atteint) a 4e 2. Sur [e 2; 1], f décroit de 4e 2
2 0. Sur [1;+o00[, f croit de 0 & +o0o. Conclusion : si
k < 0, aucune solution ; si k = 0, une seule (z = 1) ; si
0 < k < 4e2, trois solutions ; si k = 4e 2, deux
solutions (e 2 et une solution dans |1 ; +oo[) ; si

k > 4e~2, une seule solution.

% %% Le coiit moyen d’un atelier de gourdes
@ Cu(z) = ”3’2“++3"‘ =2>—2Inz + 3. Cjy(z) =22 —
2 _ 2’1 _ 2(z-1)(a+1) .
. = = .Sur [0,5;10], z > O et

z z

z+1>0,donc Cj(z) alesignedez — 1. On a
Cu(0,5) = 2 +2In2 ~ 4,64, Cy (1) = 4 et Cpr(10) =
103 — 21n 10 ~ 98,39.

x 0,5 1 10
Ciy(z) - 10|+
Cu(z) 14—3+21n2 Ne| 4| 7 [103—-2In10

Conclusion : Cyy décroit sur [0,5; 1] et croit sur [1;10].

@ D’apres le tableau, C); atteint son minimum en z = 1,
avec Cjy(1) = 4. Conclusion : le colit moyen est
minimal pour 1000 gourdes par mois. Il vaut alors 4 €

par gourde, soit un cofit total de 4000 €.

@ C'(z) =32> — (2lnz + 2z x 1) +3 =32 —2Inz +
1= h(z). Puish'(z) =6z — 2 = %3:”;—711 Comme
z > 0, h/(z) ale signe de 3z* — 1, qui s’annule en
% ~ 0,577, dans [0,5; 10].
Donc h décroit sur |0,5; %J et croit sur {% ; 10} . Son
minimumesth(% = 1—21n% +1=2+4+In3>0.
Donc C'(z) > 0 sur [0,5;10] : C est strictement
croissante. Conclusion : plus I'atelier produit, plus le

colt total augmente.

@ Sur [0,5;10] : C'(z) = Cy(z) <= 32> —2Inz +1=
22 —2lnz+3 = 221 =2 «—= 22=1 <= z =1,
car z > 0. S = {1}. Conclusion : le colit marginal est
égal au colit moyen exactement pour la production qui

rend le colit moyen minimal, soit 1000 gourdes.

@ C'(z) — Cy(z) = 222 — 2 = 2(z — 1)(z + 1). Pour
x > 1, cette différence est strictement positive, donc
C'(z) > Cy(z). Par exemple, C'(2) =13 —2In2 ~
11,61 et Cps(2) = 7 — 21In2 = 5,61. Conclusion : Ben a
tort. Au-dela de 1000 gourdes, c’est le colit marginal

qui dépasse le colit moyen.
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