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In, réciproque de exp : passer de
. Puna Uautre

Cex s B

@ In (67) =7, car In (e¥) = y pour tout réel y.

Automatismes : simplifier exp et In

() el =11, car 11 > 0.

@ 1_ e, donc In (l) = 1.
e

e

@ In (e %%) = —3,5 : la formule In (e¥) = y marche aussi
quand y est négatif.

@ eln04 — 0,4, car 0,4 > 0.
(O ml+me=0+1=1.

Ce nombre n’existe pas : —7 < 0, donc In(—7) n’a pas

de sens. La formule ™% = z ne vaut que pour z > 0.

CEx.2 I

(2) 13> 0,donce* =13 «= 2z = In13. 8 = {In13}.

Automatismes : passer de exp a In

@ e® = —6 : il n’y a aucune solution, car e* > 0 pour tout

réelz. S = 2.
@ Pourz >0:Inz =4 <= z = e*, et non4de. S = {e'}.
@ Pourz > 0:lnz = —2 <= z = e 2, qui est bien
strictement positif. S = {672}.
@ =T 2z=InT+=z="15.5={11}

@ Ifaut z — 1 > 0, c’est-a-direz > 1. In(z — 1) = 0 <
z—-1l=e=1l<=z=2et2>18=1{2}

CEx.3 1Y

@ Il existe et In0,8 < 0, car 0 < 0,8 < 1.

Existence et signe de In

(b) Tl existe et In 14 > 0, car 14 > 1.

@ Il n’existe pas: —5 < 0.

@ Il n’existe pas : In z n’est défini que pour = > 0.
@ Il existe et In1 = 0 : il est nul.

@ Il existe et In (6*072) =-0,2<0.

Tl existe : 7 ~ 3,14, donc 0 < 7 — 3 < 1. Ainsi
In(r —3) < 0.

%% ' Les erreurs d’Inés
@ Non. L’équation a un sens pour > 0. On a
Inz=2<=z=¢*ete? >0.8 = {62}, avec

e? ~ 7,39. Inés a confondu e? et 2e.

@ Non. In(—3) n’existe pas. De plus e” > 0 pour tout réel

x, donc e* = —3 n’a aucune solution. § = &.

@ Non, 1,03 n’est qu’un arrondi. Comme 8 > 0 : 3! =

8<=3z—1=In8 <=z =108 §= {108} Hyec

1+In8
Tn ~ 1,03.

@ Non. Il faut 2z — 5 > 0, c’est-a-dire > % Avecz = g,
ona2x —5=0,etIn0 n’existe pas. Correction :
In(2z —5)=0<=2z-5=e"=1<—=z=3.
Comme 3 > 2, S = {3}.
%% - Deux courbes symétriques
@ On échange les coordonnées : on obtient A’ (63 ; 3) sur
I'. Cela traduit I’égalité In (63) = 3.

@ Onrésout Inx = —1,5 pour z > 0:

Inz = —1,5 <= = = e °. L’abscisse vaut e ° &~ 0,22.

@ L’ordonnée vaut In 0,6 ~ —0,51. Elle est négative, car
0 < 0,6 < 1. Le point correspondant sur C est
(In0,6;0,6), car e06 = 0,6.

@ Par symétrie, le point (1;0) est sur I : c’est ’égalité
In1 = 0, qui découle de €* = 1. T" coupe donc I’axe des
abscisses au point (1;0).

* %% Un médicament dans le sang

@ C(0) =8e" =8 x 1 =8mg/L. C(2) = 8e 02 =
8¢ %% mg/L, soit environ 4,852 mg/L.

@ o) = et =t =

In (e¥) = X) <= t = 4. S = {4} : la concentration

vaut g mg/L au bout de 4 h exactement.

e ! <= —0,25t = —1 (car

(©) C(t) = 2 <= e 02 = 0,25. Comme 0,25 > 0, on
obtient —0,25¢ = In 0,25, donc t = —41n 0,25. Comme
0<0,25 <1,onaln0,25 < 0,donct > 0.

S ={-41n0,25}, avec t ~ 5,545 h. Or 0,545 x 60 ~ 33
: la concentration vaut 2 mg/L au bout d’environ 5 h

33 min.

@ Non. C(t) = 0 <= e %' = 0. Or e* > 0 pour tout
réel X, donc cette équation n’a aucune solution (In 0
n’existe pas). La concentration diminue, mais elle ne

s’annule jamais.
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(suite)
@ cw>

strictement positifs et In est strictement croissante sur

—0,25t

l—=e > 0,125. Les deux membres sont

]0; +00[, donc 'inéquation équivaut a

—0,25t > In 0,125, soit t < —41n 0,125 (on divise par
—0,25 < 0, donc le sens change). S = [0; —41n0,125],
avec —41n 0,125 ~ 8,318. Or 0,318 x 60 ~ 19 : le
médicament reste efficace pendant environ 8 h 19 min.

% %% Une fonction qui prend toutes les
valeurs

@ 1+e>1etl,5>1, donc les deux images existent.
fl+e)=3+he=3+1=4. f(1,5) =3+1n0,5,
avecln0,5 < 0car0< 0,5 < 1.

Donc f(1,5) < 3, et f(1,5) ~ 2,307.

@Pourm>1:f(w):0<:>1n(:c71):
l=e3%<=z=1+e3. Commee 3 > 0, on a bien

1+e3>1.8={1+e?}, avecl+e *~ 1,050.

@Pourx>1:f($)<

N<hl<=z-1<

3= zx—

3<=In(z—1) <0< In(z —
1, car In est strictement
croissante sur |0 ; +oo].

Donc z < 2. Avec la conditionz > 1:8 =]1;2].

@ Pourz >1: f(z)=y<=In(z—-1)=y—3 <=z —
1=e"3 <= z=1+e¥3 Comme e’ > 0, cette
valeur est bien dans |1 ; +oo[. L’équation a donc une
unique solution, z = 1 + e¥~3 : f prend chaque valeur

réelle exactement une fois.

@ Non. ef(®)=3 = ¢ln(z-1) et cette expression n’existe que
siz — 1 > 0. Par exemple, pour = 0, le membre de

droite vaut —1, alors que In(—1) n’existe pas.

Correction : pour tout z > 1, ef(®)-3 = elale-1) =  — 1,

car e®¥ = X pour X > 0.

a Propriétés algébriques :
transformer une écriture

[ Ex.8 BY

deln2etln3
(2) 72=2%x 3%, doncIn72 = 3In2 + 2In33.

Automatismes : développer en fonction

(b) 54 =2 x 3%, doncln g = —In54 = —In2 — 31n3.
@ 24 = 2% x 3, donc Inv/24 = %1n24: $ln2+ %lnB.
@O m¥=1m(2) ~In(3°) =4In2 - 3In3.

() 0,375 =2 = 3, doncIn0,375 = In3 — 3In2.

() 96 =25 x 3, donc In96 = 5In 2 + In 3.

[ Ex. 9 Rt

et exp

(2) 28 = () — g9 — g,

(b) et =i =1

(©) e x e =e2, doncln (e x e?)
@D md=-In()=-4

(e) -2 _ ln§ _ cln3 _ 3

(®) In(5¢%) —In5=In5+2—1In5=2.

(Ex 10 B

(@) 2In5+ 13 =125+ In3 = In75.

Automatismes : simplifier en mélant In

=In (672) =-2.

Regrouper en un seul logarithme

@ 2In6 —In4 = 1n36—1n4:1n% =1In9.
@ 1=Ine,donc3ln2+1=1In8+Ine =In(8e).

@2fln

@ $In49 = In v/49 = In 7, donc la somme vaut
In7+1n2=1In14.

,doncIn20 — 2 = ln 2,

2><15 =Ing.

() n10 -2 —In15=1In

%% Vrai ou faux sur les propriétés de In
@ Faux. Aveca=b=1:In(1+1)=In2,etIn2 > 0 car

2> 1,alorsquelnl +In1l = 0. Il n’existe aucune

formule pour In(a + b).

@ Vrai. In ve®

@ Faux. Aveca = €3 : (Ina)? = 3% = 9, alors que
In (a2) =2Ina =6.

@ Faux. (

vaut In 10. Mais In(—2) et In(—5) n’existent pas : la
=Ina+Inbexigea > 0etd > 0.

:%In(eﬁ)zéx(i:&

) X (—5) = 10, donc le membre de gauche

formule In(ab)

@ Faux. Avecz = —-3:1n (332)

n’existe pas. L’égalité In (a:2) = 2Inz est vraie

= In 9 existe, mais In(—3)

seulement pour z > 0.

%% ' Les erreurs de Lina
@ Erreur: 4ln2 =1n (24) =In 16, et non In 8. Calcul

correct : In80 —In16 = In ¥ = In5.

=In (62) +
In (62) , car il n’existe pas de formule pour In(a + b).

Calcul correct : €2 + €2 = 2¢2, donc In (262) =In2+2.

@ Erreur : on ne peut pas écrire In (62 + 62)

@ Erreur : un quotient de logarithmes n’est pas le
logarithme du quotient. Calcul correct :
In81 =1In (34) =41In 3, donc 1{;1831 = 4111?33 =4.
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(suite)

@ Erreur : le logarithme d’un inverse n’est pas Pinverse
du logarithme D’ailleurs, - 5 < 1,doncIn ﬁ < 0, alors
que 5 125 > 0. Calcul correct : In &= = —1n125 =

125
—In (5°) = —3In5.

% %% Deux écritures qui ne coincident pas

@ f(z) existe si 22 + 4z > 0, c’est-a-dire z(z + 4) > 0. Ce

trindme a pour racines —4 et 0, et son coefficient de z2
est 1 > 0: il est strictement positif a ’extérieur des
racines.
Donc Dy = |—o0; —4[U]0; +o0]. g(z) existe siz > 0 et
z + 4 > 0 en méme temps, donc Dy = ]0; 4-o00].

@ Non, elle a tort. La formule In(ab) = Ina + Inb n’est
vraie que pour @ > 0 et b > 0. Sur ]0; 400,z > O et
z+4>0,donc f(z) =In(z(z +4)) =lnz + In(z +
4) = g(x). Mais les deux fonctions n’ont pas le méme
ensemble de définition : f(—5) =In(25 — 20) =In5
existe, alors que g(—5) n’existe pas, car In(—5) n’a pas
de sens. Conclusion : f et g ne sont pas la méme

fonction.

@ Pourz < —4,ona —x >4 > 0et —x — 4 > 0. De plus
(—z)(—x — 4) = x* + 4z. On peut donc appliquer la
formule du produit a deux nombres strictement
positifs : f(z) = In(—z) + In(—z — 4).

@ Sur Dy : f(z) =1n12 <= 22 4 4z = 12, car In est
strictement croissante sur |0 ; +oo[. Cela donne
z? 4+ 4z —12=0,avec A = 16 + 48 = 64, donc = =
% =—6ouz= # = 2. Comme —6 < —4 et 2 > 0,
les deux sont dans Dy : § = {—6;2}. Sur
Dy, =10;+00[,onag(z) = f(z), donc on garde
seulement les solutions strictement positives : § = {2}.

La solution —6 disparait parce que g n’est pas définie

pour x < —4.

@ In z n’existe que si > 0 : on résout donc sur |0 ; 00|
Pour z > 0, In (a:2) = 2Inz (pour z < 0, ce serait
21In |z]). L’équation devient (Inz)? — 2Inz = 0, c’est-2-
direlnz (Inz — 2) = 0.
Donclnz =0oulnz = 2, soit = 1 ou z = e2. Ces
deux réels sont strictement positifs : § = {1;€?}.
Attention, I’égalité n’est pas vraie pour tout z : pour

T =€, (lne)2 = 1 alors que In (62) = 2.

% %% Décibels et aspirateurs

@ Non, il a tort : il n’existe aucune formule pour un

quotient de deux logarithmes. Avec I = 1001 :

In100 _ 2In10 _ 1001, _ ~
510 = Taio. = 2)alors queln oL = In10 ~ 2,30. Les

deux résultats sont différents.

@ ILD = 11[? 152 =107, doncIn L T = = 7In 10 par la propriété

In(a") = nlna. Alors L = 10 x 7210 — 70.

Conclusion : I’aspirateur produit 70 dB.

In(2x L In2+In £+
@ Avec l'intensité 27 : L' = 10 x %—l =10 x nh:(;l

car2>OetIi>0.
0

Donc L' — L = 1422 ~ 3,01. Conclusion : doubler

I’intensité ajoute environ 3,01 dB.

(@) 249" — 5 % 107, avec n > 0 et 107 > 0.

Donc In (n X 107) =Inn+7nl10et L, =10 x

Inn+7lnl0 10lnn
In 10 =70 + In10 °

(&) L, >85 = MWn 5 15« s np > 21010, car
In10 > 0. Or §1n10 =In10+1n10=1n10+
Inv/10 = In (101/10). Comme In est strictement
croissante sur |0;+oo[:Inn > In (10\ﬁ) =n>
104/10 ~ 31,62. Puisque n est un entier, il faut n > 32.
Vérification : L3; ~ 84,91 et L3y ~ 85,05. Conclusion :

le seuil de danger est atteint a partir de 32 aspirateurs.

a ( E quations avec In et exp )

* Passer de ’exponentielle au
logarithme
(®) 4>0,donce¥ ! =4 =3z +1=1Ind <z =
il ~0,13.8 = {1}

@ On divise d’abord par 5: e* =7 <=z =In7 ~ 1,95.
S={InT7}.

@ Pour tout réel x, €® > 0 : ’équation n’a aucune

solution, S = &.

@ Condition: # > 0. Inz = -2 <= z = e 2 ~ 0,14, qui
est bien strictement positif. Un In peut étre négatif.
S ={e?}.

@ Condition:x>0.lnm=%<:>m=eg —e' xei =
ev/e =~ 4,48, qui est bien strictement positif.

S = {ev/e}.

@ La fonction exp est strictement croissante, donc e * =

eti=1l-z=4<—z=-3.8={-13}
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| Ex. 16 B

(2) Conditions : 2z > 0 et z + 5 > 0, soit = > 0. Alors
2e=z+5<=z=>5,et5>0:5={5}.

Conditions d’abord, puis on résout

(®) Conditions: z — 3 > 0et 2z — 1 > 0, soit = > 3. Alors
r—3=2rx—1<=x=-2.0r—-2< 3,doncon

rejette cette valeur : S = @.

@ Condition : £ > 0. La fonction In est strictement

croissante, donclnz < —1 <= z < e !. On garde z >
0:S=]05e![.

@ Condition: z +2 > 0,s0it z > —2.1 =1Ineetla
fonction In est strictement croissante, donc In(z + 2) <
Inee=z+2<e<—=z<e—2 Avecz > —2:
S=]-2;e—2].

@ 6 = e et la fonction exp est strictement croissante,

donce® >6 <=z >In6:S=]In6;+oc0.

@ 1 = €Y et la fonction exp est strictement croissante,

donc2x+3<0<:>a:<—%:Sz}—oo;—g}.

2
%% ' L’erreur d’Ines
@ Ilfaut z —2 > 0et z + 2 > 0, soit z > 2. L’équation a

donc un sens sur |2; +00|.

@ Non. Inés a oublié les conditions : —3 ¢ ]2; +oo[ (pour
z = —3, In(—5) n’existe pas). Pour z > 2, on a bien
z?2 —4 =5,doli z = 3 ouz = —3, et on ne garde que 3.
Vérification : In1 +In5 = In5.
Donc § = {3}.

@ Pour z > 2, la fonction In étant strictement croissante,
l'inéquation équivaut a 2°> — 4 < 5, soit 2% < 9, soit
—3<z<3. Avecz >2:85=]2;3|.

@ Conditions : z + 1 > 0 et > 0, soit z > 0. L’équation
s’écrit In %’—1 =In3,doncz+1=3z,douz= %, qui
vérifie z > 0.

Donc § = {1}.
%% ' Un second degré caché

@ Onpose X =e*,avec X > 0: X%+ 2X — 8 =0, soit
(X +4)(X —2) =0.Onrejette X = —4car X >0.11
reste e = 2,doncx =In2 ~ 0,69. S = {In2}:

I’équation a une seule solution.

@ Condition : z > 0. On pose X = In z, qui peut étre
n’importe quel réel : 2X2 + X — 3 = 0.
A=1+424=25donc X = % z—gou
X = # = 1. On garde les deux racines : Inz = 1,
dolz = e~ 2,72, oulnz = —% donz = e 3 ~0,22.

Ces deux nombres sont strictement positifs :

S= {e‘g ;e}.

(suite)

(c) Onpose X = e >0: X2 —4X +3= (X — 1)(X —
3) <0 <=1 < X < 3 (le trindme est négatif entre ses
racines).

Donc 1 < e” < 3. La fonction In est strictement

croissante, donc 0 < & < In 3, avec In3 ~ 1,10.

S =10;In3].
%% - Un antibiotique dans le sang
(@) C(0) = 8¢” = 8 mg/L et C(2) = 8¢ ° ~ 4,85 mg/L.

() 8e 025t = 2 s ¢ 02 = L s 0,25t = — Ind <
t=41n4 = 81In2 = 5,55. La concentration vaut 2

mg/L au bout d’environ 5,55 h.

@ Ct) 2 1< e 02 > é <= —0,25¢t > —In8 (car In
est strictement croissante) <= ¢t < 4In8 = 121n2 (on
divise par —0,25 < 0 : le sens change). Avect > 0 :

8 = [0;121n2]. La concentration reste supérieure ou
égale 2 1 mg/L pendant les 8,32 premiéres heures

environ.

@ Onrésout C(t) =4:e "% =1« —0,25¢t =
—In2 <= t=4In2~ 2,77. La demi-vie est d’environ
2,77 h.

% %% Un second degré en In x, jusqu’au bout

@ f est définie pour x > 0. On pose X =Inz:
X% - X —2=0,s0it (X —2)(X +1) =0,donc X =2
ou X = —1.Ici X = Inx peut &tre négatif : on garde les
deux racines. Inz = 2 <=z = e? et
Inz = —1 <= z = e '. Les deux valeurs sont

strictement positives : § = {e~1;e?}.

@ Pour z > 0, f(z) = (Inz — 2)(Inz + 1). Le trindme
X? — X — 2 est négatif strictement entre ses racines,
donc f(z) <0+= —-l<lnz<2+=e 'l <z <é

car exp est strictement croissante. S = }e’l ;e [
@ Ona (u?) =2uu avecu =Inzetu = L.

Donc f/(z) = 2lnz x % _ 1l _ 2z 1

x xr
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(suite)

@ f(z)=lnzx (lnz—1)—2.En0",lnz — —oco et
Inz — 1 — —o0, donc le produit tend vers +oo :
lijf]l- f(z) = +00. En +00, les deux facteurs tendent

:rers +00, donc zgrfoo f(z) = +oo. Comme z > 0, f'(z)

alesignede2lnz — 1. Or2lnz — 1> 0 <= Inz >

1 . 1 9
3 <z > e: = ,/e. Ensuite f(ye) = ; -} —2=—2.

x 0 Ve +o00
fr(x) | I - o+

f(x) [l4+o0| N |- | & |+

f est décroissante sur ]0; 1/e] et croissante sur

[v/e;+0o[. Son minimum vaut —3.

@ Non, elle a tort. 1re facon : le minimum de f vaut
—% > —3, donc f(z) > —3 pour tout z > 0. 2e facon :
avec X = Inz, on obtient X2 — X +1 = 0, dont le
discriminant vaut A =1 —4 = —3 < 0 : aucune valeur
de X, donc aucun z. § = &. C’est vrai que In x prend
toutes les valeurs réelles, mais f, elle, ne les prend pas

toutes.

% %% Deux cultures de bactéries
@ Ny (t + 1) = 200e*3€%37. On divise par 200e%3* > 0 :
Ni(t+7) =2Ni(t) <= "% =2 <= 0,31 = In2 <
T= 1617? = mlTnz =~ 2,31. La culture 1 double toutes les
2,31 heures environ (environ 2 h 19 min) : c’est son

temps de doublement.

@ Pour tout réel t, e>3 > 0, donc N;(t) = 200e%3* > 0.
L’équation %3 = 0 n’a pas de solution : S = @. Dans

ce modele, la culture 1 n’est jamais vide.

@ On divise d’abord les deux membres par 200e%! > 0 :
Ni(t) = No(t) <= " =9 <= 02t =In9 <=t =
5In9 = 10In3 ~ 10,99. S = {101n 3}. A cet instant,
Ny = 200e33 = 200 x 27 = 5400 et
N, = 1800e™3 = 5400. Les deux cultures comptent

5400 bactéries au bout de 10,99 heures environ.

(D) Ni(t) > 3Ny(t) <= 200€%3 > 5400e> = €22 > 27
(on divise par 200e%' > 0) <= 0,2t > In 27, par stricte
croissance de In, <=t > 51n27 = 15In 3 ~ 16,48.

S = [151n3;400[. A partir de 16,48 heures environ, la
culture 1 est au moins trois fois plus grande que la

culture 2.

(suite)

@ Le programme affiche le premier entier ¢ tel que
200€%3 > 50 000. Or 200e%3* > 50000 <> %3t >
250 <=t > % ~ 18,41, par stricte croissance de In.
Le premier entier qui convient est 19 : le programme
affiche 19. C’est au bout de 19 heures entiéres que la
culture 1 compte pour la premiere fois au moins 50 000
bactéries

(le seuil est atteint vers 18,41 h).

n ( Inéquations avec ln et exp )
*

I’exponentielle

Automatismes : inéquations avec

@ In est strictement croissante : e* > 5 <= x > In5.
S =]In5;+o00[.
@ 1 = €Y et exp est strictement croissante :
20+ 1<0<= o< —5.8=]-00;-1].
@ In est strictement croissante : —0,25z > In 0,4. On
divise par —0,25 < 0, donc le sens change : <
—3 = —4In0,4 ~ 3,67.5 =] —0c0; —4In0,4].
@ Pour tout réel x, e > 0 > —3 : aucun réel ne convient.

S=0.

@ e’ >9 <=z >1In9 = 2In3, car In est strictement
croissante. S =]2In3; +oo].

@ —z<In8<=2z>-1n8=-3In2.8§=[-3In2;+o0].

(Ex. 23 B8

logarithme

Automatismes : inéquations avec le

2

@ On a z > 0. exp est strictement croissante : x > e?, ce

qui garantit déjaz > 0. S = [62;+OO [
@ Onax>0,etx<eil.5:]0;%].

@ Onaz>-3.In(z+3)>hl<—z+3>1<=z>
2.8 =]-2;400].

@ Onax>0.2m<e<:>:v<§.8:]0;§[.

@ On a z < 5. In est strictement croissante :
5—z>22<=2<3.8=]-00;3].

@ Ona$>0.lnac>§<:>w>eg.8:}eg;+oo{.

%% - Vrai ou faux sur les inéquations

@ Vrai. Siz > 0, alors —z < 0 < z. Comme exp est

strictement croissante, ona e ® < e”.

@ Faux. On divise par —4 < 0 : le sens change, donc
Inz < f%, soit z < e} par stricte croissance de exp.

Avec z > 0, on obtient S = }0 ; e 3 [
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(suite)

@ Faux. Il faut 3 —x > 0, soit ¢ < 3, et 3 — z < 1, soit
z>2.8=12;3[

@ Faux. La premiére demande > 0 : son ensemble est
]0;4]. Celui de la seconde est | —co ; 4]. Par exemple, —1

est solution de la seconde seulement.
(e) Vrai. —0,2z < In0,5 = — In 2. On divise par —0,2 < 0 :
z> P2 =5n2.
%% - Repére I’erreur et corrige

@ In 0,85 < 0 : quand on divise par ce nombre, le sens

change. On a donc n > 11?00’815 ~ 14,17. Le plus petit

entier qui convient est n = 15. Vérification : 0,85 ~
0,103 > 0,1 et 0,855 =~ 0,087 < 0,1.

@ In¢s a oublié la condition = > 0.
Inz <Inl<=0<z<1,doncS =1]0;1].

@ Malo a oublié les conditions z > 2 et z < 10. Ensuite,

2z < 12 donne z < 6. On croise avec ]2;10[: S = ]2;6].

@ Zoé se trompe de conclusion. Pour tout réel z, e* >

0 > —2: tout réel est solution, donc S = R.

%% ' Résoudre en rédigeant
@ Conditions: 2z +1 > 0et x +4 > 0, soit ¢ > —%. In
est strictement croissante : 2z + 1 < x4+ 4 <z < 3.
On croise : § = ] —% ; 3] . Les solutions sont les réels de
1

—3 (exclu) a3

(inclus).

@ Conditions : x > 0 et x — 3 > 0, soit > 3. Sur cet
ensemble, Inz + In(z — 3) = In(z(z — 3)). Inest
strictement croissante : z(z — 3) < 10 <= z? — 3z —
10 < 0. A = 49, d’ou les racines —2 et 5. Le trindme est
négatif strictement entre ses racines : —2 < < 5. On
croise avec £ > 3 : § = |3; 5[. Les solutions sont les

réels strictement compris entre 3 et 5.

@ Avec X =e®,ona X >0et X2 —-5X +4= (X —
1)(X — 4). Le trindme est positif ou nul a 'extérieur de
ses racines : X < 1 ou X > 4. Par stricte croissance de
In:e*<l<—=zx<0ete*>4<—=zx>In4=2In2.
8 =]—00;0]U[2In2;+00[. Les solutions sont les réels

négatifs ou nuls et les réels supérieurs ou égaux a 21n 2.

% %% Signe d’un produit et second degré
caché
@ Condition d’existence : z > 0. Onalnz + 2 < 0 <=
lnz < -2<=hz<lne?2<=z<e?carlnest
strictement croissante. Avec > 0, on obtient S =
}0 ; e’z[ (attention : pas } —o00;e 2 D De la méme fagon,

1n:c+2>0<:>:1:>e_2,d0ncS:]6_2;+00[-

@ Onae 2~ 0,14 < 4. Le facteur 2 — 4 est négatif sur
]0;4[ et positif sur ]4; 4-oco[. Sur |0;e2[, ona (—) x
() : A(z) > 0.Sur Je *;4[,ona (+) x (—) : A(z) < 0.
Sur |4;+o00[,ona (+) x (+) : A(z) > 0. A s’annule en
e 2etend.
Donc ensemble des solutions de A(z) < 0 est
S = [672;4}.

@ Avec X =1Inz, on obtient X? + X —2 < 0.On a
A =9, d’ot les racines X; = —2 et Xy = 1. Le
coefficient de X? est positif, donc le trindme est négatif
strictement entre ses racines : —2 < lnz < 1. Comme In
est strictement croissante, cela équivaut a el<z<e,

ce qui respecte bien z > 0. L’ensemble des solutions de
B(z) <0est S = e 2;el.

@ On cherche [6‘2 ; 4] N ]6_2 ; e[. Comme e ~ 2,72 < 4,
on obtient § = ]e’z ;e [ Le crochet est ouvert en e~2
car B(e ?) = 0, ce qui ne vérifie pas I'inégalité stricte

B(z) < 0. Il est ouvert en e car B(e) = 0.

@ Lina a tort. D’aprés la résolution de B(z) < 0,on a
B(z) > 0 <=z € |0;e 2] Ue; +oo[. Contre-

3

exemple : pour z = e >, onax < e, mais B(e ®) =9 —

3 —2=4>0.Lina oublie la zoneou X = Inx < —2.

%%k Médicament : durée d’efficacité et seuil
@ Ct) >3 +=e " >02«= 0,4t >1n0,2, car In est
strictement croissante. On divise ensuite par —0,4 < 0,
ce qui change le sens : ¢ < 12—87’42 =2,5In5 =~ 4,02. Avec
t > 0, on obtient S = [0;2,51n 5]. Comme
0,0236 x 60 ~ 1,4, le médicament est efficace pendant

environ 4 h 1 min.

@ Pour tout t > 0, C(t + 2) = 15e %% x e 08 = O(¢) x
e %%, La concentration est divisée par plus de 2 si
e 08 < % Par stricte croissance de In, cela équivaut a
—0,8 < —1In2, soit In2 < 0,8. C’est vrai, car In 2 ~ 0,69

(et e%8 ~ 0,45). Ben a donc raison.
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(suite)
(©) 40 x 0,88" < 2 <= 0,88" < 0,05 <= n1n0,88 <
In 0,05, car In est strictement croissante. Comme
In 0,88 < 0, la division change le sens : n > ig—g’% ~
23,43. Le plus petit entier qui convient est n = 24.
Vérification : 40 x 0,887 ~ 2,11 et 40 x 0,88% = 1,86.

Il faut donc 24 heures pour qu’il reste moins de 2 mg.

@ On répete la boucle tant que le seuil n’est pas atteint,

donc tant que ¢ > 2. La ligne complétée est while q >=

2:. La fonction renvoie alors 24.

a ( Seuils : In(q") =nln q)

[ Ex. 20 R

logarithme

(®) In(3") = 7In3.
@ 9l0 _

(O m(05%) =6In} = —6In2.

Automatismes : puissances et

en(2") — 102

() 0 < 0,93 < 1, donc In 0,93 < 0.
(e) 1,07 > 1, donc In 1,07 > 0.
@ nlnl2—(n—1)In1,2=1n1,2.

CEx. 30 Y

@ In3 > 0,doncn > hﬁ%o ~ 5,66, d’ott n = 6. Controle :
3% = 243 et 3% = 729.

Automatismes : seuils en une étape

@ In 0,7 < 0, donc le sens change : n > %‘% = 6,46, d’ou

n = 7. Contrdle : 0,7% ~ 0,118 et 0,7" ~ 0,082.

() ™ =9 = 04z =In9 = 2In3 <= z = 5In3 ~ 549
.8§={5In3}.

@ On divise d’abord par 5 : 1,3" > 40. Comme In1,3 > 0,

n = 113;1% ~ 14,06, d’ott n = 15. Contrdle : 5 x 1,3™ ~

196,9 et 5 x 1,315 ~ 255.9.

@q_1+wo — 1,05. Comme In 1,05 > 0, 1,05" > 2 <
lul 05 ~ 14,21 : la grandeur a doublé au bout de 15
ans. Controle : 1,05 ~ 1,980 et 1,05'° ~ 2,079.

nz

%% - Repérer et corriger ’erreur
@ L’étape (3) est la premiére fausse. Comme
0<0,85 <1,0onaln0,85 < 0: quand on divise par un
nombre négatif, le sens de I'inégalité change. La

conclusion (4) est donc fausse elle aussi.

@ Comme In est strictement croissante, 0,85" < 0,2 <—>

n1n0,85 < 12“0?55 ~ 9,90. Le plus petit

entier qui convient est n = 10.

n02<4<=n>

(suite)
(<) 0,85% ~ 0,232 > 0,2 et 0,85 ~ 0,197 < 0,2 : le rang 10

est bien le premier qui convient.

(@ Non.Iciln1,06 > 0, donc n > a3 ~ 18,85. 1l faut
prendre U'entier supérieur : n = 19. En effet, 1,068 ~

2,854 < 3 et 1,06 ~ 3,026.

%% Placement : calcul et programme
Python
@ Chaque année, le capital est multiplié par ¢ = 1,025,
donc ¢, = 3000 x 1,025™.

@ La boucle continue tant que le seuil n’est pas atteint :
sa condition est la négation de ¢ > 4 500. Elle s’arréte

au premier rang tel que ¢ > 4 500.

@ On divise d’abord par 3000 : 1,025" >
est strictement croissante et In 1,025 > 0, on obtient
n = hllnl% ~ 16,42, donc n = 17. Contrdle : cig =~
4453,5 et c17 ~ 4564,9. Le capital atteint 4 500 € en

2025 + 17 = 2042.

1,5. Comme In

@ L’appel renvoie 2042. C’est la méme année que par le

calcul.

@ Il aurait renvoyé 2025. Au départ, ¢ = 3000 et la

condition ¢ > 4 500 est fausse : la boucle ne s’exécute

jamais et n reste égal a 0.
%%~ Médicament et demi-vie
(@) C(0) =12¢" = 12 mg/L.
@C( —(—l<:>126 0,157 64:}e’0’15T:%<:}
—0,15T =Inj = —In2 <= T = %% ~ 4,621 h.

Comme 0,621 x 60 ~ 37, la demi-vie vaut environ 4 h

37 min.

@ Ct) <le=e 0t <L
(stricte croissance de ln) = t> 10“% ~ 16,6. On

5 — —0,15t < —1In12

obtient § = } 1(‘)11152 ;+00 [ : la concentration passe sous 1

mg/L environ 16,6 h aprés I'injection.

(@ 05* < In0,05 <= k > 200 ~ 4,32
: le sens change, car In 0,5 < 0. Il faut donc 5 demi-vies.
Contrdle : 0,54 = 0,0625 et 0,5° = 0,03125.

0,05 <= kIn0,5 <

% %% Deux villes voisines : rattrapage et
programme
@ Augmenter de 1,8 % revient a multiplier par
1+ %6% = 1,018, et dlmlnuer de 1,2 % revient a

multiplier par 1 — 100 = 0,988. Les suites sont
géométriques : a, = 42000 x 1,018" et

b, = 65000 x 0,988".
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(suite)
() b, < 50000 <= 0,988" < 200 _ 10 (on divise par
65000 > 0) <= nIn0,988 < ln1—3
In) <= n> %, car In 0,988 < 0 : le sens change.
Or 1%%?%1 ~ 21,73, donc n = 22. Contrdle : by; ~
50444 > 50000 et bes ~ 49 839 < 50000. La population
de Valmont passe sous 50 000 habitants a partir de

2024 + 22 = 2046.

(stricte croissance de

(©) an > b, <= 42000 x 1,018" > 65000 x 0,988". On

. 1,018" ;
divise par 42000 x 0,988" > 0 : gigzz > 88, soit

n
1,01 . . .
(%) > %. La fonction In est strictement croissante,

1,018 1,018
0,088 © > In 2. Comme 0,088

.. 1 42
In est positif et le sens est conservé : n > 1n(1n0(132 T0.088)
) }

14
14,60, donc n = 15. Controéle : (%%) ~ 1,520 <

donc on obtient n1n > 1, son

15
%~ 1,548 ¢t ($982)  ~ 1,566 > 1,548. Saint-Aubin
est au moins aussi peuplée que Valmont a partir de

2039.

@ La boucle doit continuer tant que la condition cherchée
n’est pas réalisée. On écrit donc la négation de a > b,

c’est-a-dire while a < b :.

def annee():

a = 42000

b = 65000

n = 2024

while a < b:
a =a *x 1.018
b =Db % 0.988
n=n+1

return n

L’appel annee () renvoie 2039. Comme la variable n
part de 2024, le programme donne directement ’année.
On retrouve bien le résultat de la question précédente :

2024 + 15 = 2039.

@ Avec 650000 habitants a Valmont, le méme calcul

donne : a,, > b, <— (égég) >3 650 —n=>

(B8042) - ~ 91,58, car In 2018 > o,

In(1,018,/0,988) 0,988
A 1018\ % 650
Donc n = 92. Controle : (m) ~ 15,21 < ~

92
15,48 et ((1] gég) ~ 15,67. Lucas a tort : Saint-Aubin
rattrape Valmont en 2024 + 92 = 2116. Plus

généralement, comme la raison est supérieure a 1,

1,018

n
0,988) > s est vraie dés que

Pinégalité (
n > m(l,oi?sw’ quel que soit s > 0.
%% Iode 131 : de la demi-vie au seuil
(@) m(8) =20 <= 40e =20 = ¢ P =1
—8\=In3 = —In2 (care® = b <= a = Inbpour
b > 0). On obtient A = 22 ~ 0,0866.

(suite)
@ Pour tout t > 0:m(t+8) =40e M 8 =40e M x
e 8 = m(t) x e""2 = m(t) x 3. Quel que soit I'instant
de départ, la masse restante est divisée par 2 en 8

jours : la demi-vie de I'iode 131 vaut 8 jours.

O mt)=25cseM=20_1Lou N—_Inl6=
42 — 4In2 x &5 = 32. Avecla

question précédente : 40 — 20 — 10 — 5 — 2,5, soit 4

—4In2 <= t=

demi-vies de 8 jours. L’échantillon a été préparé il y a

32 jours.

@ La masse est divisée par au moins 1 000 lorsque
m(t) < 1o, c’est-a-dire e < 1375 Par stricte

croissance de In, cela équivaut a —At < —1n 1000, soit
t> % ~ 79,73 (le sens change car on divise par
—) < 0). Le plus petit entier est donc 80. Controle :
20k = €T~ 939,0 < 1000 et I = 50 = el0ln2 —
210 = 1024 > 1000. L’affirmation de Zoé est exacte : au
bout de 80 jours, soit 10 demi-vies, la masse a été

divisée par 1024.

B étudier une fonction avec In
*

@ f est définie sur ]0; +oofet f/'(z) =3 —2 =32

Deérivéee, limites, variations :

Automatismes : domaines et dérivées

@ f est définie sur |0 ; +o00

vzlnx:f’(z)zlxlnera:xi

[. C’est un produit, u = z et

=lnz+1.
@ f est définie sur ]0; +-00[. C’est un quotient : f'(z) =
EXZ*(Hlnz)Xl _1-1-lnz _ —Ilnz
x2 - x2 - oz

@ Il faut 5z — 2 > 0, soit >
12;+00[ et f'(z) =

%. f est donc définie sur

@ z2 4 4 > 0 pour tout réel z, donc f est définie sur R.

!
Avecu =2? + 4, f'(z) = L = 4=

@ Il faut 7 — z > 0, soit ¢ < 7. f est donc définie sur | —
00;7[et fl(z) =1+ L = 2=l = &z

—x
©x3 ~

@ lim 22 =0et lim Inz = —00, donc lim 2Inz = —oo.
z—0F z—0t z—0t

Par somme, la limite vaut —oo.

Automatismes : limites sans calcul

@ lim (56— )= —occet lim Inz = 400, donc

T—+00 T—+00
lim (—Inz) = —oco. Par somme, la limite vaut —oo
T—+00
@ lim Inz = —o0, donc lim (—31Inz) = +o0. Par somme
z—0+ z—0+

avec 4, la limite vaut +oo.

@ lim (1+ 2) = 1etInest continue en 1. La limite vaut

T—>+00

donclnl = 0.
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(suite)

@ Quand « tend vers % par valeurs supérieures, 4z — 3

tend vers 0 en restant positif. Comme lim+ InX = —o0,
X—0

la limite vaut —oo.

@ Inz

Ce n’est pas une forme indéterminée : par produit, la

=lnz x l, avec lim Inz = —oco et lim % = 4o0.
z—0" z—0t T

limite vaut —oo.

%%~ Un maximum en e
@ f est un quotient de fonctions dérivables, et z # 0 sur
[1 10] 7 (:]3) Lxz— lnz><1 _ 1-Ing

2

T

@ l-lnz>0<=hr<l<=hr<khe<=z<e,
car In est strictement croissante. Sur [1;10]: S = [1; €],

avec e ~ 2,718.

@ Comme 22 > 0, f'(z) alesignede 1 —Inz. f(1) =
f(e) =1 ~0,368 et £(10) = 210 ~ 0,230.

b4 1 e 10
fr(x) + 0 —
NN I I N

f est croissante sur [1; e] et décroissante sur [e; 10].

@ D’aprés le tableau, le maximum de f sur [1;10] vaut .
Donc h”” < et comme z > 0,Inz <

€[1; 10].

pour tout

%% - Coiit moyen minimal dans un atelier
! _ — 22-6
@ Ch(z) =2 — =t

@ Sur [0,5;10], ¢ > 0, donc C,(x) a le signe de 2z — 6.
22 —-6>0<=z > 3.
Donc Cj;(z) < 0sur [0,5;3[, C;(3) = 0 et Cj;(z) > 0
sur |3;10].

(© Cp(0,5) =1—6Inl +10=11+6In2 ~ 15,16.
Cr(3) = 16 — 61n3 ~ 9,41. C(10) = 30 — 61n 10 ~
16,18.

x 0,5 3 10

Cr(x) — 0 +
C(x) [114+6In2,

16— 6In3| 730 —61In10

@ C)y atteint son minimum en z = 3. L’atelier doit donc
fabriquer 300 bols par mois. Le colit moyen minimal est

alors 16 — 61n 3 ~ 9,41 € par bol.

%% ' La copie de Malo : courbe et tangente

@ In 0 n’existe pas, et g n’est pas définie en 0. Il faut

écrire : lim (z — 1) = —1let lim (—Inz) = 400, donc
z—0" z—0"

par somme lim g(z) = +o0.
z—0"

@ Non, elle est fausse. g(z) >

c’est-a-dire Inz < x — 1. Conclusion correcte : pour

0s%écritz —1—1Inz >0,

toutz > 0,lnz <z — 1.

@ In1 = 0 et le nombre dérivé en 1 vaut % =1.La
tangente a pour équationy = 1 x (z — 1) + 0, soit
y=x — 1. Comme Inz < z — 1 pour tout > 0, la

courbe de In est au-dessous de sa tangente.

@ Vrai. Avecz = 0,5 > 0danslnz <
In0,5 < 0,5 —1,s0itIn0,5 < —0,5.

x — 1, on obtient

% %% Un minimum en e? une tangente en e

@ zInz est un produit uv avecu = z,v = Inz, v = let
v =1
Donc (zlnz) =1 xInz+z x L =Inz 4 1. Ainsi

fl(z)=lnz+1-3=Inz—2.

@ fl(z) >0 <= Inz > 2 < z > €2, par stricte
croissance de exp. Sur [1;+o0[: S = } 2. +oo [

Donc f/(z) < Osur [1;€*[ et f' (e?) = 0.

@ f(z) =z(lnz —3) +2et zgrfw(lnm —3) = +o0. Par
produit puis par somme, zgrfoo f(z) = +00.0na
f1)=0-3+2=—let f(e’) =2e> -3’ +2=2—
e’ ~ —5,389.

X 1 e —+o00
fix)| - 0 +

fx) | -1\ f2-€| "+o0

Le minimum de f vaut 2 — €2, atteint en & = €.

@ f(e) =elne—3e+2=2—2eet
flle)=lne—2=-1.T:y=—-1x(z—e)+2—2e,
soity=—x+2—e.

@ Vrai. D’apres le tableau, f est décroissante sur [1 ; 62} ,
< f(1) =-L

donc pour tout z de cet intervalle, f(z)

Inés a raison.

% %% Bénéfice d’une confiturerie de Valence
@ In(2z + 1) existe si 2z + 1 > 0, soit z > —1. Or
[0520] C |—34;+o0o[, donc B est définie sur [0;20].
Avec (In(az + b)) = :B'(z) = 6 x m 1=
12-(2241) _ 11-2

2z+1 2241 °

aerb
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(suite)

@ Sur [0;20], 2z + 1 > 0, donc B'(z) a le signe de
11-22.0nall —2z>0<+=z <.
B(0)=6In1—-0=0,B (L) =6In12 — & et B(20) =
61n41 — 20 ~ 2,281.

1
b 0 )

B/(x) + 0 -
B(x) | 0 | ~|6ml12— 2|, [6In41—20

=

20

11 .

B est croissante sur [0' E] et décroissante sur [7 ,20}.

)
@ 12 = 2% x 3, donc In12 = 21n 2 + In 3. Le maximum
vaut B (§) = 12In2 + 61n3 — 3 ~ 9,409 milliers
d’euros. Le bénéfice maximal est d’environ 9409 €,
atteint pour 5,5 tonnes.
@ Vrai. Sur [0; 12—1], B est croissante, donc
B(z) > B(0) = 0. Sur [% ; 20} , B est décroissante,
donc B(z) > B(20) ~ 2,281 > 0. Ainsi B(z) > 0 sur

[0;20] : le gérant a raison.
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