Terminale spécialité / Limites de fonctions — corrigé

Limites des fonctions de référence
et asymptotes

| Ex.1 By

@ Exposant 5 impair : lim z° = —c0.

T—>—00

Les limites de référence

@ Exposant 6 pair : lim z® = +o0.
T——00

@ lim e* =0

r——00

(et pas —oo : €” reste strictement positif).

@Pourx>0,l>0: lim L = +o0.

z z—0+t

@ Pourz < 0,1 < 0: lim L = —oo. Les deux limites

z—0-

different, donc % n’a pas de limite «en 0» tout court.

@ Exposant 4 pair : 2* — 0 en restant strictement positif

des deux cotés, donc lim < = +oo.
z—0 T
zgrfoo v/ = 400, donc par quotient zginoo - =0.
@ L’exponentielle est définie en 0 : lime® = ® = 1.

z—0
*

@ é — 0, donc par somme la limite vaut 7. Limite finie

De la limite a I’asymptote

en +o0 : asymptote horizontale d’équation y = 7 en

+00.

@ Quand x — 57, x — 5 — 01, donc par quotient la limite
vaut +o0o. Limite infinie en 5 : asymptote verticale

d’équation x = 5.

@ e’ — 0, donc par somme la limite vaut —2. Asymptote

horizontale d’équation y = —2 en —oo.

@ Exposant pair : ¢ — 400, donc par somme la limite
vaut +oo. Limite infinie en —oo : pas d’asymptote

horizontale en —oo.

@ Quandx — —27,2+2 — 0~ et 3 > 0, donc par
quotient la limite vaut —oo. Asymptote verticale

d’équation z = —2.

(f) Polynome défini en 1 : la limite vaut 12 + 3 = 4. Limite
finie en un réel : pas d’asymptote.
%% ' Lire un tableau de variations
@ Jim f(z)=0et zginoo f(z) = 0: la droite d’équation
y = 0 (Daxe des abscisses) est asymptote horizontale en

—o0 et en +o00.

@ lim f(z) =+ocet lim f(z) = +oo:ladroite
T——1+

d’équation x = —1 est asymptote verticale.
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(suite)

@ f(=5) = % = 0 : la courbe passe par le point (—5;0),
qui est sur la droite y = 0. Ilyes a tort : la courbe coupe

ici son asymptote horizontale.

@ Quandz — —1,z+5—>4>0et (z+1)2 - 0t a
gauche comme a droite (un carré est positif). Par
quotient, lim f(z) = lim f(z) = 400 : onretrouve

z——1- z——1+

le tableau.

%% Vrai ou faux sur les asymptotes
@ Faux : en +o0, & — 0, donc par somme g(z) — 4. La
droite d’équation y = 4 est asymptote horizontale, et
non verticale. L’asymptote verticale est la droite
d’équation z = 0 : 2 — 0" des deux c6tés, donc par

quotient puis par somme g(z) — +oo.

@ Faux:2?+x — 6 = (z — 2)(z + 3), donc pour = # 2,
k(z) = z + 3, qui tend vers 5 quand z — 2. La limite

est finie : pas d’asymptote verticale.

@ Faux : ¢* — 0, donc par somme p(z) — 1. L’asymptote
y = 1 existe bien, mais p(z) — 1 = —e® < 0: la courbe

est en dessous.

@ Faux:quand z — 4%,z — 4 — 0" et r(z) — +oo.
Quandz —+4-,2—4 — 0~ et r(z) = —oo. Les deux
limites sont différentes, donc pas de limite en 4
(mais il y a une asymptote verticale d’équation z = 4).

% %% Deux valeurs interdites, deux

comportements
@ 2P —4=(x—-2)(z+2etax?—z—-2=(z—2)(z+1).
Pour z # —1 et & # 2, on simplifie par (z — 2) :
)= 22
@ Pour z # 2 proche de 2, f(z) = % Par quotient,
il:g f(z) = %. Cette limite est finie, donc la droite z = 2
n’est pas asymptote : la valeur interdite disparait apres

simplification.
@ Quand z — —1,z+2 — 1. A gauche,z +1 — 0",
donc par quotient lim1 f(z) = —oo. A droite,
z——1-
z+1— 0" donc lim f(x)= +oc.La droite
z——1

d’équation x = —1 est asymptote verticale a C.

@ f(z) = %)f—l =1+ 717. En +00, z + 1 — Fo00, donc
par quotient #1 — 0. Par somme, zgrzloof(x) =
1ir+n (z) = 1. La droite d’équation y = 1 est
Tr—r+00

asymptote horizontale a C en —oo et en +00.
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(suite)

@ Avec les limites trouvées :

X |-00 -1 2 400
4 4

En 2, la double barre marque la valeur interdite. Les

flx)| 1

deux limites y valent % : pas d’asymptote verticale.

% %% Une courbe et ses deux asymptotes
@ En +o00, £ — 0 et & — 0. Par somme, lim f(z) =
T——00
lim f(z) = 1. La droite d’équation y = 1 est
r—+00

asymptote horizontale & C en —oo et en +00.

@ f(z)—-1=1—-24 =21 Comme z? > 0, ce nombre a
le signe de z — 1. Pour z < 1 (z # 0), C est en dessous
de la droite y = 1. En = 1, elle la coupe. Pour > 1,

elle est au-dessus.

@ En0,1 — —occ. Deplusz® — 0", donc % — +oo et
—2 — —oo. Par somme, ZIL%{ f(z) = —o0.

@ En 0", 715 — +oo et 7512 — —00 : ¢’est une forme
indéterminée du type oo — co. On écrit f(z) = 2 xf’l.

Le numérateur tend vers —1 et 2 — 0", donc par

quotient wlir& f(z) = —o0. La droite d’équation x = 0

(Paxe des ordonnées) est asymptote verticale a C.

@ Non. D’apres les deux questions précédentes,

lim f(z) = lim f(z) = —oc. Les limites a gauche et a

z—0" z—0"

droite sont égales, donc lin(x) f(z) = —oco : le terme — =
T

impose son signe des deux cOtés.
% %% Construire une fonction sur mesure
@ lim f(z)=-3, lim f(z) = —o0, lim f(z) = +ooet
T——00 T2 z—2t
lim f(x) = —3. La droite d’équation y = —3 est
r—+00
asymptote horizontale en —oo et en +00. La droite

d’équation x = 2 est asymptote verticale.

@ En +o0, -~ — 0, donc par somme f(z) — a:a = —3.
La valeur interdite est ¢, doncc = 2. En 2",z — 2 — 0*
et f(z) — +oo, donc b > 0. Enfin f(3) = -3+ ¢ = —1,

doncb=2et f(z) = -3 + %5.

@ Par exemple g(z) =5+ ﬁ sur R\ {—4}. En +oo,
(z +4)? — +oo, donc @z — 0 et par somme
g(z) — 5. En —4, 4 gauche comme a droite,
(xz +4)? — 0T, donc par quotient puis par somme

g(z) — +oo.

(suite)

@ Non. En o0, 72 — 0, donc par somme h(z) — —3.
En 2*,2 — 2 — 0, donc par quotient h(z) — —o0. En
27,2 —z — 0%, donc h(z) — +oo. Les asymptotes y =
—3 et z = 2 sont bien les mémes, mais les limites en 2

sont inversées : le tableau n’est pas celui de f.

@ En —oo, 3 — —oo (exposant impair), donc
2 + 2% — —o00. De méme, z* — +o00 (exposant pair),
donc 2 4+ z* — +o00. Enfin, \/z n’est définie que sur
[0; +00], donc on ne peut pas étudier 2 + /z en —oo.
La fonction k(z) = 2 + " convient : ¢* — 0 en —oo,
donc par somme k(z) — 2 (asymptote horizontale

y =2). Et e* — +00 en +00, donc k(z) — +oo.

a ( Opérations sur les limites )

*
indéterminée
@ lim +/z = +oco et —3 < 0. Par produit,
T—+00
lim —3,/z = —o0.

T—+00

Automatismes : sans forme

@ lim (2?2 + 1) = +oo et le numérateur vaut 6. Par
T——00

quotient, la limite est 0.

@ lim ¢z =+4o00et lim e* = 400. Ce n’est pas une
T—+00 T—>+00

forme indéterminée : par produit, la limite est +oo.

@ 2+ 1 — 2 par somme, et 2? + 1 — +00. Comme 2 > 0,

par produit, la limite est +00. Ce n’est pas une forme

indéterminée.

lim z°® = —ocoet lim e® = 0. Par somme, la limite
T——00 r——00
est —oo.

Le numérateur vaut —2 < 0. Pour z > 0, le
dénominateur tend vers 0. Par quotient, la limite est
—00.

[ Ex. 9 R

pas ?

Automatismes : forme indéterminée ou

@ C’est une forme indéterminée du type oo — co. Pour
:n;é(],x477:r3+2::n4(17

tend vers 1 et * — +o0. Par produit, la limite est 4-oco.

I+ 2). La parenthése

@ Ce n’est pas une forme indéterminée : 2 — +oo et

—3z — 400 en —oo. Par somme, la limite est +oo.

@ C’est une forme indéterminée du type 2. Pour z # 0, le

1
quotient vaut ;L_E. Par quotient, la limite est _12 =-2
: asymptote horizontale d’équation y = —2 en —oo.
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(suite)

@ C’est une forme indéterminée du type oo — co. Pour

z >0, ac—3\/5—a:(1——) Par quotient — 0,

Va ’ f
donc la parenthése tend vers 1, et x — +o00. Par

produit, la limite est +oo.

@ C’est une forme indéterminée du type % Pour z # 0 et

1
x # —3, le quotient vaut x? x —= Lig .Onaz?— 4+ooet

3+1
la fractlon tend vers 5 > 0. Par produit, la limite est

+00.

@ C’est une forme indéterminée du type 0 x oo. Pour
z # 0, 'expression vaut x + %. Onaz — +ooet % — 0.

Par somme, la limite est +o0.

%% ' Deux valeurs interdites

@ C’est une forme indéterminée du type 2. Pour = # 0,

flz) =7 x 1;:”— Ona L — 0 et la fraction tend vers

1. Par produit, lim f(z) = 0:la droite d’équation
r—+oo

y = 0 est asymptote horizontale a C en —oo et en +oo.

@ —1 est racine évidente de z2 — = — 2. Le produit des
racines vaut —2, donc 'autre racine est 2 :
z? —x — 2= (z+ 1)(x — 2). Ce trindme est positif sur

] — 005 —1[ et sur |2; +00], et négatif sur | — 1;2].

@ Le numérateur tend vers 5 > 0. Pour 2 < 2 proche de 2,
le dénominateur est négatif, donc il tend vers 0~. Par

quotient, 1iII21 f(z) = —oo. Pour z > 2, il tend vers 0,
T—ra

donc lim f(z) =
2+

@ Le numérateur tend vers 2 > 0. Pour z < —1, le

dénominateur tend vers 0", donc par quotient

lim f(z)

z——1"

vers 07, donc lim f(z)
z——1"

= 400. Pour x > —1 proche de —1, il tend

= —o00. Les droites
d’équations z = —1 et £ = 2 sont asymptotes verticales
acC.

%% Quatre copies a corriger

@ C’est une forme indéterminée du type co — oo, pas 0.
Pour z # 0, 22% — —:c3(2

vers —1 et 23 — +o00. Par produit, la limite est —co

1). La parenthese tend

@ C’est une forme indéterminée du type %2, pas 1. Pour
. 6+ .
z#0etx # %, le quotient vaut 3—+ff— Par quotient, la

limite est g = 2 : asymptote horizontale d’équation

y = 2 en +o00.

(suite)

@ La régle du terme de plus haut degré ne vaut pas en un
réel. En 1, c’est une forme indéterminée du type %. Or
22—1=(z—1)(z+1)et
22+ 2z — 3= (z — 1)(z + 3). Pour z # 1, le quotient

1

t Lt Par quotient, la limite est 2 = 1.

vaut 13-

@ Le dénominateur tend aussi vers 0 : c’est une forme
indéterminée du type g Avec I’expression conjuguée

z—9
Oet # 9, £F z9 = @ 9Wats) \F+3

quotient, la limite est %.

pour = >

% %% Vrai ou faux sur les opérations
@ Faux. On prend f(z) =

forme indéterminée du type 0 X oco. Pour = # 0,

2 et g(z) = 2 : c’est une

f(z) x g(z) = 2z, qui tend vers +oo, et non vers 0.

@ Vrai. Ce n’est pas une forme indéterminée : par somme,
+00 + (+00) donne +oo. Exemple :

lim (2% + /) = +o0

T—>+00

@ Vrai. Onalim f = —3 avec —3 < 0, et limg = +o00 : ce
n’est pas une forme indéterminée. Par produit (régle
des signes), lim f(z) x g(z) = —oco. Exemple :

T—+00
(73 + %) X x = —3x + 1, qui tend vers —oo

@ Faux. On prend f(z) = —2 et g(z) = z — 1. Pour

z > 1,2 —1— 0" : par quotient, lim =% = —co. Pour
e1t =1

z <1,z —1— 0 :par quotient, lim =% = +o00. La
z—1

~x—1
limite a gauche et la limite a droite sont différentes : il

faut toujours étudier le signe de g.

@ Faux. En —o0, e” — 0 et z = —o0. Un quotient du

type % n’est pas une forme indéterminée : par quotient,

lim % = 0. L’axe des abscisses est asymptote

T——00

horizontale en —oco.

%% % Truites dans un lac
@ P(0) = 200 = 50 : on a introduit 50 truites. En 400, on

a une forme indéterminée du type 2. Pour ¢ > 0,

(9004 220 200
(t) = (t(lj:%t) ) = gofi%‘ . Le numérateur tend vers

900 et le dénominateur vers 1 : par quotient,
lim P(¢) = 900. La droite d’équation y = 900 est

t—+o00

asymptote horizontale en +oc. A long terme, la

population se stabilise autour de 900 truites.

@ Ona P(t) — 900 = QOOHZO&EOO(tH) = 20 Pourt >0,
t+4 >0, donc P(¢)

donc toujours inférieure a 900 truites, sans jamais les

— 900 < 0. La population reste

atteindre.
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(suite)

@ Ona lim Vt = 400 et 40 > 0, donc par produit
lim 40\f +o00. Par somme, hm Q(t) = +o0. Ce

t—+o00

modele prévoit une population qui grandlt sans limite,
ce qui est impossible dans un lac aux ressources
limitées.

@ Le numérateur tend vers 900 x (—4) + 200 = —3400.
Pourx < —4,z+4— 0"
Jm ()

quotient, lin}l+ f(z) = —o0. La droite d’équation z =
T——

: par quotient,

= +o00. Pourz > —4,z+4 — 0" : par

—4 est asymptote verticale. En —oo, la factorisation de

la premiére question donne, par quotient, Em flz) =
T——00

900 : la droite d’équation y = 900 est aussi asymptote

horizontale en —oo.

% %% Une fonction sur mesure
@ Pour z # 0 et « # ¢, on factorise par z : f(z) =
b
ﬂ(;w—j% = (IH . Le numérateur tend vers a et le
z\1—=32 T

dénominateur vers 1 : par quotient, lim f(z) =a
T—+00

L’asymptote d’équation y = —3 impose donc a = —3.

@ Pour tout réel zy # ¢, le numérateur tend vers azy + b
et le dénominateur vers zy — ¢ # 0. Par quotient, f a
une limite finie en xo. Une asymptote verticale ne peut
donc étre qu’en la valeur interdite ¢, d’ot ¢ = 2.
Ensuite, f(0) = £ = 1 donne b = —2. Ainsi

flz) = =252

@ Le numérateur tend vers —3 x 2 — 2 = —8. Pour z < 2,
r—2—0"
lim f(z) =
T2~

quotient, 1in21+ f(z) = —o0. Les limites sont infinies,
T—r

: par quotient (régle des signes),

+o00.Pourz > 2,2 —2 — 0" : par

donc la droite d’équation x = 2 est bien asymptote

verticale.

@ La factorisation de la premiére question donne aussi

lim f(z) = —3, par quotient.
T——00

X |-00 2 “+o0

f(x)| =3 |, *4ooll —c0 ~| —3

@ Par exemple, g(z) = 1= sur R\ {1}. On a bien
g(0) =2.Entoo,1 -z tend vers Foo, donc par
quotient g(z) — 0. Pourz < 1,1 —z — 0" et le

numérateur vaut 2 > 0 : par quotient, linll g(z) = +o0.
r—1-

Pour z > 1,1 — x — 0™ : par quotient,

lim g(z) = —oo.
z—17

a ( Lever une forme indéterminée )
*

en ’infini

Automatismes : formes indéterminées

@ Ce n’est pas une forme indéterminée : 423 — —oo
(puissance impaire) et —7z? — —oo. Par somme, la

limite vaut —oo

@ C’est une forme indéterminée du type co — 0o : —z* —
—oo et —3z3 — 400 (puissance impaire). Pour z # 0 :
—x4—3m3+2m:m4(—1—%+ %).Orw4—>+oo
(puissance paire) et la parenthése tend vers —1. Par

produit, la limite vaut —oo.

@ C’est une forme indéterminée du type 2. Pour z # 0:
2(6 1+ )
(3+ ) 3+5

(et non 1). La droite d’équation y = 2 est asymptote

. Par quotient, la limite vaut 3 =2

horizontale en +oco.

@ C’est une forme indéterminée du type 2. Pour z > 0
e(242) 2+
Pd) —# X . Le premier facteur tend vers 0 et

le second vers 2. Par produit, la limite vaut 0.

Asymptote horizontale d’équation y = 0 en +oo.

@ C’est une forme indéterminée du type . Pour z # 0 :
2 (1-%
zz(5+ ;12-)
vers % Par produit, la limite vaut —oo.

=1z X —&. Ici z = —oo et le quotient tend

5+-1—

@ C’est une forme indéterminée du type oo — co. Pour
z>0:4/z—-3z=1 <ﬁ — 3), et la parenthése tend

vers —3. Par produit, la limite vaut —oo

* Automatismes : la forme 0/0 en un réel

@.’L‘2*16:(£L‘*

vaut  — 4, qui tend vers —8. La limite vaut —8.

4)(z + 4). Pour z # —4, le quotient

@ 1 est racine évidente du numérateur et du
dénominateur : z° + 42 — 5 = (z — 1)(z + 5) et 22 —
1=(z—-1)(z+1). Pour z # 1 et z # —1, le quotient

vaut ﬁ Par quotient, la limite vaut g =3.

@ En développant, (z — 2)(z% + 2z + 4) = 23 — 8. Pour
z # 2, le quotient vaut 2? + 2z + 4, qui tend vers
4+ 44 4 = 12. La limite vaut 12.

@ Pour z >

€T
2(+/2+9+43)
quotient, la limite vaut %

(\/z+ —3)(Vz+9 +3)
z(v/z+9+3)

_ 1 .
= 703 Le dénominateur tend vers 6. Par

~Qetz #£0: L3

@ La regle du terme de plus haut degré ne vaut pas en 0

(elle donnerait %, ce qui est faux). On factorise par « :

pourz # Oetz # —1, ;(22131)) +% . Par quotient, la

limite vaut 2 {= 3.
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%% ' Les erreurs d’Inés
@ Elle a tort : c¢’est une forme indéterminée du type

00 — 00, qui ne vaut pas automatiquement 0. Pour z #
0:2%—4z =% (1—2). Or 2 — +o0 et la parenthese

tend vers 1. Par produit, la limite vaut +oo.

@ Elle a tort : c’est une forme indéterminée du type 22,

qui ne vaut pas automatiquement 1. Pour = # 0 :

2 (1+%) 1+ . .. 1
m = E‘{' Par quotient, la limite vaut ;.

Asymptote horizontale d’équation y = i en +o00.

@ Elle a tort : la régle du terme de plus haut degré ne vaut
qu’en +oo. En 1, c’est une forme indéterminée du type
Sal—1=(z—-1)(z+1)etz®+22—-3=(z—

1)(z + 3). Pour z # 1 et & # —3, le quotient vaut i—i;}

Par quotient, la limite vaut % = %

@ Elle a tort : c’est une forme indéterminée du type
00 — 00, car 3 — —oo (puissance impaire) et
2x% — 4o00. Pour z # 0 : 2® + 22?2 = z° (1—}—%).01‘
3 — —o0 et la parenthése tend vers 1. Par produit, la
limite vaut —oo.

%% Racines carrées a I’infini

@ Par composition, vz2 + 5 — 400 et —z — —o0. C’est

donc une forme indéterminée du type co — oo.

@ Pour tout réel z, v/z? + 5 + = > 0 car vx2 + 5 > |z|.

Donc f(z) = MrEallrtibin) _ 5 1,

dénominateur tend vers +o0o par somme. Par quotient,
la limite vaut 0 : la droite d’équation y = 0 est

asymptote horizontale en +oo.

@ Non: Va2 4+ 5 — 400 et —z — +o00. Par somme, la

limite vaut +oc0, sans forme indéterminée.

@Pourac>0:\/:c2+3m:\/9?\/1+%:x\/l—F%,
donc g(z) =

1+ % Par composition, la limite vaut

v/1 = 1. Asymptote horizontale d’équation y = 1 en

+00.
@ I a tort. Pour z < —3: Va2 = |z| = —z, donc
Va? +3z = —zy/1+ 3 et g(z) = —y/1+ 2. Par

composition, la limite vaut —1. Asymptote horizontale
d’équation y = —1 en —oo.
* %% Un paramétre qui change tout

@ Le numérateur 22 — 12 tend vers 9 — 12 = —3. Pour
z < 3,z — 3 < 0:le dénominateur tend vers 0, donc
par quotient lg?, fo(z) = +00. Pour z > 3, le

dénominateui tend vers 07, donc par quotient

wlij?- fo(z) = —o0. La droite d’équation ¢ = 3 est

asymptote verticale a la courbe de f;.

(suite)

@ En *o0, on a une forme indéterminée du type 2. Pour

z#0etz #£3: fo(z) = 18 ;))—mx—L Le

quotient tend vers 1. Par produit, hr+n fo(z) = +o0 et
T—+00
lim fo(z) = —oo. Ces limites sont infinies : la courbe
T——00

n’a pas d’asymptote horizontale.

@ Le dénominateur tend vers 0 en 3. Il y a une forme
indéterminée du type % seulement si le numérateur
s’annule aussien 3:9 + 3a — 12 = 0, soit 3a — 3 = 0,

donc a = 1.

@ Pour a = 1, 3 est racine du numérateur, donc on
factorise par (z — 3) : 2> + = — 12 = (z — 3)(z + 4).
Pour z # 3, fi(z) = = + 4, qui tend vers 7.

Donc glgli% fi(z) = 7 :lalimite est finie, il n’y a pas
d’asymptote verticale. Si a # 1, le numérateur tend
vers 3a — 3 # 0 et le dénominateur vers 0 : par
quotient, les limites en 3~ et en 3" sont infinies. La
droite d’équation = 3 est donc asymptote verticale si

et seulement si a # 1.

% %% Une culture de bactéries

@ C’est une forme indéterminée du type =. Pour ¢ > 0,

on factorise par t? en haut et en bas : P(t) =
£(8+3+%) _ 8+3+%
2(1+%) I+%

dénominateur vers 1 : par quotient, tli1+n P(t) =8.La
—+o00

. Le numérateur tend vers 8 et le

droite d’équation y = 8 est asymptote horizontale : a
long terme, la population se stabilise vers 8 000

bactéries.
8¢°+3t+2-8(¢*+1 _
(®) P(t) — 8= SE2A 36 Pour > 2,3t — 6 >
Oett?+1>0,donc P(t) — 8 > 0: la population est

au-dessus de 8 000 bactéries

(elle s’approche de ce niveau par le haut).

@ t — 4oo et P(t) — 8 — 0 : c’est une forme indéterminée

dutype 0 x co. Onat x (P(t) —8) = ﬁj—;?t :fff%
2

pour t > 0. Par quotient, la limite est 3.

2(8+2+3) i 8+i+% Le
t(1+1) 1+l
quotient tend vers 8 et ¢ — +o00 : par produit,

lim R(t) =

t—+o00

ce qui n’est pas réaliste quand les ressources sont

@ Pourt > 0: R(t) =
+00. La population croitrait sans limite,

limitées : le premier mode¢le est plus crédible.
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* %% Conjuguée et valeur interdite

@ En4,v2z+1-3 —++v/9—-3=0etz—4— 0:forme
indéterminée du type g. Pourz #4: h(z) =

(V22+1-3)(2e+143) _ 22419 _ 2(z—4) _
(z—4)(V2z+1+3) (z—4)(V2z+1+3) (z—4)(V2z+1+3)

) < .
Wermsert Le dénominateur tend vers 6, donc par

tient limh(z) = 2 = 1.
quotient lim (z)=5=3

@ Forme indéterminée du type 2. Pour z > 4 : h(zx) =

1_3 1_ 3
va(yv2+i-4) o V2l

2(1-9) = juraa Par composition,

v/ 2+ i =2 ; le quotient tend vers V2 et # — 0.

Par produit, lim h(z) = 0:1’axe des abscisses,
T—+00

d’équation y = 0, est asymptote horizontale en +occ.

@ Faux. Une asymptote verticale d’équation x = 4 exige
une limite infinie en 4. Or h tend vers %, une limite
finie : la courbe présente seulement un «trou» au point

d’abscisse 4, sans asymptote verticale.

@ h(—%) — V03 _ :—g :%.Tableau:

14

+00
NslEN 0

™

|
2 I
'y

h(x)

w Ino

n C Limite d’une fonction composée )
*

@ On pose X = —z%. Quand £ — +00, X — —o0, et

Automatismes : composées en I’infini

lim e* = 0. Par composition, la limite vaut 0.
X——o00

@ Quand & — —o0, 2 — 400 aussi, donc

X =—2*— —oc0,et lim eX = 0.Par composition, la
X——00

limite vaut 0

(comme en +00).
@ On pose X = 3 — 2z. Quand £ — —o0, —2x — +00
donc X — 400, et lim VX = +oo. Par composition,
X—+00

la limite est +oo.

@ On pose X = 4/z. Quand £ — 400, X — +00, et

lim e* = 4o00. Par composition, la limite est +oo.
X—400

@ —x — —00, donc par composition e~* — 0. Par somme,
X=2+e"—>2 ¢t % — % quand X — 2. La limite
vaut % : asymptote horizontale d’équation y = % en

~+o00.

@ Quand x — +00, m—52 — 0, donc par somme
X:9+%%9.Comme\/)_(%\/§:3quandX%9,

par composition la limite vaut 3.

[ Ex. 23 R

compte

Automatismes : en un réel, le coté

@ Pour z # 0, 22 > 0. Quand z — 0, 2 — 0" des deux
cOtés, donc par quotient x% — 4ooet X = —m—lz — —00.
Comme lim e* = 0, par composition la limite vaut 0

X——o00

: ici, le c6té ne change rien.

@ Quandz -0, X =1 = —oo,et lim eX =0:par
z X——00

g 1 1
composition, ez — (. Par somme, 1 4+ e* — 1, donc par

quotient la limite vaut 2.

@ Quand z — 3", 3 — ¢z — 0—, donc par quotient
X =1 - —co.Comme lim e* =0, par
3-z X——o0

composition la limite vaut 0.

@ Quand z — 37,3 — z — 0T, donc par quotient

X — +o00. Comme lim eX = 400, par composition la
X —+o0

limite est +o00 : asymptote verticale d’équation z = 3.

@ Quand x — 1, X = 2z + 1 — 3. La fonction
exponentielle est continue, donc eX — e® quand X — 3.

Par composition, la limite vaut e?.

@ Quandz —+ 4", X =4 —x — 0", donc par composition
v/4 — z — 07. Par quotient (1 divisé par 07), la limite
est +00 : asymptote verticale d’équation z = 4.
%% - Composée ou produit ? L’erreur de
Lina
@ Non. f est le produit de z par e* : la composition donne
seulement ez — e? = 1. Comme = — +00, par produit

lim f(z) = 4oo.
T—+00

@ En —o0: i — 0 donc par composition er — l,etz —
—00 : par produit, la limite est —oo. En 0™ : % — —00
donc par composition er — 0, et x — 0 : par produit, la

limite vaut 0.

@ EnOt:z — Oeter — +00 : forme indéterminée du
type 0 X co. Pour z > 0, f(z) = % avec

X = % — +o00. Par croissances comparées,

. x "
lim % = +o00, donc par composition

X —+00

lim f(z) = +oo.

z—0+ f( )

@ Oui : comme 11151+ f(z) = +o0, la droite d’équation = =
z—>
0 est asymptote verticale. Pas d’asymptote
horizontale : f tend vers +o0 en +o00 et vers —oco en

—0Q.
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%% ' Un quotient a I’intérieur

@ Forme indéterminée du type &2 a I'intérieur. Pour
>3, X = 2”1 = 2+1 , qui tend vers 2 par quotient.
Comme \/_ X — \/_ 2 quand X — 2, par composition la
limite vaut /2 : asymptote horizontale d’équation y =

\/ien “+o00.

@ Quandz — 3",224+1— Tetz — 3 — 0", donc par
quotient X — +oco. Comme lim VX = 400, par

X400

composition la limite est +00 : asymptote verticale

d’équation z = 3.

l
_ 1l __
@ X=_== 1+2 pour  # 0, qui tend vers —1 en +00
comme en —oco. Comme eX — e~! quand X — —1, par

composition les deux limites valent e ! : asymptote

horizontale d’équation y = e L.

@ Quand z — —2,1 — z — 3. A droite, z + 2 — 0" donc
X — 400 et, par composition, g(z) — +00. A gauche,
z+2 — 0" donc X — —o0 et, par composition,

g(x) — 0. La droite d’équation z = —2 est asymptote

verticale : la limite infinie n’a lieu qu’a droite de —2.

%% Quatre cdtés a surveiller

@ On pose X =
indéterminée du type 2. Pour  # 0, on factorise par

z2: X = ';1,271 Comme 517 — 0, X — —2 par quotient.

Et lim2 eX = e 2, donc par composition

lim f(z) = e 2. Le calcul est le méme en —co :
T—+00

lim f(z) = e 2. La droite d’équation y = e > est donc
T——00

asymptote horizontale a la courbe en —oo et en +00.
@ 1—2? = (1—z)(1 + z) est positifsur | — 1;1[ et

;—1[etsur]1;+oo[. En1™ :22% — 2
et 1 —x2 — 01, donc X — +oo par quotient. Comme

négatif sur | — oo

lim ¥ = +o00,0ona lim f(x) = +oo par

X400 z—1-

composition. En 17 : 1 — 22 — 0~, donc X — —oo.

Comme lim e* =0,ona lim f(z) =0 par
X——00 z—1+

composition. La droite d’équation z = 1 est asymptote

verticale.

@ Non. Siz — —17,alorsz < —1,donc —z > let —z —
1% : la parité échange les cotés. On a donc
lim f(z)= lim f(t) =0et lim f(z)= lim f(¢) =
z——1" t—1+t z——1" t—1-
+o0. Vérification directe : pour z < —1,1 — 2% — 0™,
donc X — —coeteX — 0. Pour -1 <z < 1,
1—22 — 07, donc X — +oo et eX — +oo0.

(suite)

@ x |-00 -1 0 1 +o0
f(x) [e? |\ Oll+oo N, | 1 | "+ooll0 | e

Asymptotes : la droite horizontale d’équation y = e 2
(en —oo et en 4-00), et les droites verticales d’équations

r=—-letzx=1.

2
@ Ona—2+ 2, = =2z )2 2

1—z22

1-22<0, donc1 —~ < 0et 2””2< —2. La fonction

exponentielle est strictement croissante, donc f(z) <

e 2 : c’est vrai. Sur |1; +oo[, la courbe reste sous son

asymptote d’équation y = e 2.

%% % Deux modeéles pour les chevreuils

@ On pose X = —0,5¢. Quand t — +o00, X — —o00, et

lim e* = 0. Par composition, hm e 0% = 0. Par
X——00 400

somme, 1 + 3e %5 — 1, donc par quotient
tlir+n N(¢t) = 12. La droite d’équation y = 12 est
—+00

asymptote horizontale en +oo : selon ce modg¢le, la

population se stabilise vers 1 200 chevreuils.

@ N(0) = % = 3, soit 300 chevreuils.
M(0) = 12e73 ~ 0,60, soit environ 60 chevreuils. C’est
donc le mode¢le N qui correspond a un premier

comptage de 300 chevreuils.

0,5t

@ Premiere composition : e " — 0 (premiere question)

et e 05 > 0, donc Y = —3e 05 — 0~. Seconde

Y

composition : lim e¥ = e = 1. Par composition,
Y—0

-3 1, donc par produit lim M(t) = 12. Les
t—+o00

deux modeles prévoient la méme stabilisation, vers 1

200 chevreuils

(asymptote d’équation y = 12).
@ Faux. Pour tout ¢ > 0, —3e %% < 0, donc e 3" <
e’ = 1 (Uexponentielle est strictement croissante), et

donc M (t) < 12. La population s’approche de 1 200

chevreuils sans jamais les atteindre.

% %% Une fonction, plusieurs intérieurs

@QuandX% —00,X24+1— +ooet lim VY = +oo,

Y —+oo

donc v X? + 1 — +oo par composition. De plus
—X — 4o00. Par somme, lim g¢(X) = +oo.
X——00

@ En 400, VX2 +1 — +oo (par composition) et —X —
—00 : ¢’est une forme indéterminée du type co — co. On
avX2+1>vVX?2=|X|>—-X,donc
vX? 4+ 1+ X > 0. On multiplie par ’expression

; < VX2H1-X)(VX2+1+X X241 x?
conjuguée : g(X) = ¢ \/XT)+(1+X L= \/X;IlirX =

1
SCESED &
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(suite)
@ Quand X — +o0, par somme v X2 + 1+ X — oo,
donc par quotient lim g¢(X) = 0. La droite
X—+o0

d’équation y = 0 est asymptote horizontale a la courbe
de g en 4o00.

@ (e®)? = e*, donc h(z) = g(e®). On pose X = e”. En
+00: X = +ooet g(X) — 0,donc lim h(z) =0 par

T—+00
composition (asymptote d’équation y = 0). En —oc0 :
X — 0". Par somme puis composition,
vVX2+1—+/1=1et—X — 0,donc g(X) — 1. Par
composition, lim h(z) =1
T——00

(asymptote d’équation y = 1).

@ On prend u(z) = 1. Quand z — 0%, X =

g(X) — 0: par composition, la limite vaut 0. Quand

%—)—}—ooet

z—0",X — —oo et g(X) — 400 : par composition, la

limite est +oo.
Comparaison et théoréme des

a gendarmes

| Ex. 29 B

limite infinie

Automatismes : une inégalité pour une
@ Pour tout réel z, sinz < 1. On multiplie par —3 < 0, ce

qu1 change le sens : —3sinz > —3, donc

—3.0r lim (22 -3) =

T—+00

—3sinx > +00. Par

comparaison, la limite vaut +ooc.

@ Pour tout réel z, cosz <
—23 +2.Or hm ( z3 +2) = —oo.

1,donc 2cosz < 2 et

—z% + 2cosz <

Par comparaison, la limite vaut —oo

@ sinz >

multiplie par z : (3 + sinz) >

2. Pour x > 0, on
2z. Or lim 2z = +oo.

T—+00

—1,donc 3 +sinz >

Par comparaison, la limite vaut +oo.

@ cosz <
1>0:(z® +1)(cosz — 4) < —3(z*+1).Or
lim —3(z2 + 1) =

T——00

1, donc cosz — —3. On multiplie par z? +

—00. Par comparaison, la limite

vaut —oo.

@ Pour tout x # 0, sin (%) > —1,donc 2 + sin (%) > 1.
Pour z > 0, on divise par z : @ﬁ >1 0Or
zlij{]{ 1 — +00. Par comparaison, la limite vaut +oo
(asymptote verticale d’équation z = 0).

[ Ex. 30 R

appliquer les gendarmes

@ Pour tout = # 0, —1 <
z2>0:—

Automatismes : encadrer puis

COS( )

2 < x2cos (i) < z2. Les deux bornes

1. On multiplie par

tendent vers 0 en 0. D’apres le théoréme des gendarmes,
la limite vaut 0.
® -3<

3cosx

SEL ?ﬁ' Les deux bornes tendent vers 0 en —oo.

3cosz < 3.Ondivisepar 2> +1>0: Z2+1 <

D’apres le théoréeme des gendarmes, la limite vaut 0.
@ Pourm>0:fﬁ<%_i—wl<
ce qui change le sens, et ’encadrement reste

symétrique : f% < 7%_2_’”1 <%

ﬁ. On multiplie par —1,

~. On ajoute 5 :

5 — ﬁ <5-— %2—’7)- 54+ \[ Les deux bornes tendent

vers 5. D’apres le théoréme des gendarmes, la limite
vaut 5

(asymptote horizontale d’équation y = 5).

@4x71<

z:4— L dene <44 1 Teg deux bornes tendent

4z +sinz < 4z + 1. Pour z > 0, on divise par

vers 4. D’apres le théoréme des gendarmes, la limite
vaut 4
(asymptote horizontale d’équation y = 4).

@ —1<sinx <

T

1. On multiplie par e > 0:

< efsinx < e®. Or lim e® =0, donc les deux

T—>—00

bornes tendent vers 0. D’apres le théoréme des

—e

gendarmes, la limite vaut 0.

%% ' Trois copies a corriger

@ Erreur : quand on multiplie par —2 < 0, le sens de
Pinégalité change. On obtient —2 cosz < 2, donc

f(z) <z+2.0r hm ($ +2) = —o0. Par

comparaison, Em f(w) = —00.
T —00

@ Erreur : les bornes —z et = tendent vers —oo et 4-00.
Leurs limites sont différentes, donc le théoréme des
gendarmes ne permet rien. On a g(2km) = 0 et
g (% +2km) = 5 + 2km.

Donc g prend la valeur 0 et des valeurs aussi grandes
que I’on veut pour des x aussi grands que ’on veut. Elle

n’a pas de limite en +o0.

@ Erreur : majorer par une fonction qui tend vers +oo ne
permet de rien conclure. Il faut minorer. cosx > —1.
Pour z > 0, on multiplie par z :  cosz > —z, donc
2+ zcosz > 2 — ¢ = z(xz — 1). Par produit,

z(xz — 1) — +o00. Par comparaison, la limite vaut +oo.
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%% Utilisateurs d’une appli de covoiturage

@ —1 <sint <

—6 < 6sint < 6. On ajoute 80¢, puis on divise par ¢t +

. 80t-6 80t+6
1>0: 55 <N < 57

1. On multiplie par 6 > 0 :

@ On a une forme indéterminée du type 2. On factorise

_ 80— 3 . .
par ¢ : 80026 — T qui tend vers 80 par quotient. De
A 80t+6 __ 80+£
méme, = = e tend vers 80.

@ Les deux bornes ont la méme limite 80. D’apres le
théoréme des gendarmes, lim N(t) = 80. La courbe
t—+o00
admet une asymptote horizontale d’équation y = 80. A

long terme, le nombre d’utilisateurs se stabilise vers

80000.

@ N(t) —80 = = 6sini80 Comme

6sint < 6, le numérateur est inférieur ou égal a —74,

80t+6s1nt 80t—80

donc négatif. Le dénominateur est positif.
Donc N(t) < 80 : Pappli n’atteint jamais 80 000

utilisateurs, elle s’en approche par valeurs inférieures.
%% % Une exponentielle qui ondule

@ Pour tout réel z, —1 < cosz <
1<2+cosz <

1. En ajoutant 2 :
3. On multiplie par €* > 0, ce qui

conserve le sens : €* < f(z) < 3e” pour tout réel .

@ lim e® = 0 et, par produit, lim 3e® = 0. Les deux
r—>—00 T—r—00
bornes ont la mé&me limite : d’apres le théoréme des

gendarmes, lim f(z) = 0.La courbe de f admet une
T——00

asymptote horizontale d’équation y = 0 en —oo.

@ Malo a tort, méme si sa majoration est juste (
f(z) < 3e® < 4e%) : majorer par une fonction qui tend
vers +00 ne permet aucune conclusion. Pour une limite
+00, il faut une minoration. On a f(z) > €® et

lim e” = +o00 : par comparaison, hm f(z) = +oo.
r—+00

@ Pour z < 0, on multiplie e* < f(z) <
<z f(z) <

croissances comparées, lim ze® = 0, donc aussi
T——00

3e” parz < 0, ce

qui change le sens : 3ze® ze®. Par

lim 3ze® = 0. D’apres le théoreme des gendarmes,
T——00

Jcgrinooa:f(a:) =0.

%% % Quatre affirmations a trancher

@ Faux. Les bornes tendent vers 1 et vers 3 : deux limites
différentes, le théoréme des gendarmes ne s’applique
pas. Contre-exemple : f(z) = 2 + sinz vérifie 1 — 1 <

<flz) <3<3+ % pour z > 0, mais f n’a pas de

limite en 400, car sin z n’en a pas.

(suite)
@ Vrai. Pour tout réel z, 1 < 3, donc

2 +sinz > 0. La fonction inverse est décroissante sur

10 ; +00[, donc s——

2+sinx <

2+Sm > % Pour z > 0, on multiplie par

Or lim §=
T—+00

T

Do 2 5 +o00. Par comparaison, la

limite vaut +oo.

@ Vrai. Pour < 0, on part de sinx < 1 et on multiplie
par bz < 0, ce qui change le sens : 5z sinx > bz.
Donc 2% + 5zsinz > z? + 5z = ¢ (1 + ;), qui tend
vers +o0o par produit. Par comparaison, la limite vaut

“+o00.

@ Vrai. Pour z > 0, f% < % < % et les deux bornes
tendent vers 0 : d’apres le théoréme des gendarmes,

sinz _, 0. On d1v1se numérateur et dénominateur par

T #0 q(z) =

* %% Température dans une serre
@ —1 < cost <1,donc —3 <
40e %% L (t) <

lim e %% = 0, donc par somme les bornes tendent
t—+o00

vers 15 et vers 21.

—&, et par quotlent hm q(z) = 1.

3cost < 3, puis 15 +

21 + 40e %%, Par composition,

@ Non : les deux bornes ont des limites différentes, le
théoréme des gendarmes ne permet rien. De plus,
0(2km) = 21 + 40e %% se rapproche de 21, alors que
O(m + 2km) = 15 + 40e02(7+2k7) se rapproche de 15. La
fonction 6 n’a donc pas de limite en 400 : la

température oscille.

15 + 40e %% > 15. La fonction
> 30, 40e 02t <
21 + 40e76 < 22.

(<) Oui. Pourt >0, 6(t) >
t — e 92 est décroissante, donc pour ¢

40e~% =~ 0,099. Alors 0(t) <

@ 37 < 40 + 3 cost < 43. On multiplie par e %2 > 0 et on
ajoute 18 : 18 + 37e %% 02(t) < 18 + 43¢ 0% Les
deux bornes tendent vers 18 : d’apres le théoréme des

gendarmes, lim 65(t) = 18. La courbe admet une
t—+o00
asymptote horizontale d’équation y = 18. Avec le

régulateur, la température se stabilise & 18 °C ; sans lui,

elle oscille.

a ( Croissances comparées de x" et e* )
*

I’emporte

Automatismes : I’exponentielle
.

@ Par croissance comparée, lim & = 4o0.

z—+oo

@ Ce n’est pas une forme indéterminée : z — 400 et
e — +00, donc par produit la limite est +o0. Pas

besoin de croissance comparée.
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(suite)

@ Forme indéterminée du type 0 X oo ; par croissance

comparée, lim z%?® = 0.
T——00

@ Ce n’est pas une forme indéterminée : > — +oo et
—x — +00, donc e * — +00 par composition ; par

produit, la limite est +oo.

@ Forme indéterminée du type 0 x oo ; par croissance

comparée, lim z3e™® =0.
T—+00

z z_ 0 .
@ -1 — £-¢ est le taux d’accroissement de exp en 0 ;
comme exp est dérivable en 0, il tend vers

exp/(0) = e’ = 1.

CEx. 37 R

@ Forme indéterminée du type co — co. On met e en

Forme indéterminée ou pas ?

3 .
facteur : e® — 23 = e? (1 — g—) Par croissance
3
comparée, £ — 0, donc la parenthese tend vers 1 ; par
€

produit, la limite est 4oo.

@ Pas de forme indéterminée : e* — 0 et —z> — +o00 ; par

somme, la limite est +oo.

@ Forme indéterminée du type 0 X co. On développe :

2, 2

z“e”® — 4e *. Par croissance comparée, z“e * — 0, et

e % — 0 ; par somme, la limite est 0.

@ Forme indéterminée du type 0 X co. Avec X = 2z, qui
tend vers —oo : z €% = %XeX. Par croissance

comparée, XeX — 0 ; par produit, la limite est 0.

@ Pas de forme indéterminée :  + 1 — —oco et e® — 0" ;
par quotient, la limite est —oo.

%% Un méme quotient, deux

comportements

@ Forme indéterminée du type 2. On divise par e* :
1+5 . £
f(z) = == Par croissance comparée, £ — 0, et

e ® — 0 ; par quotient, lim f(z)=1.
T—+00

@ Non : e* — 0, donc le numérateur tend vers —oo par
somme, et le dénominateur tend vers —1. Ce n’est pas
une forme indéterminée : par quotient,

lim f(z) = 4o0.

500
@ Le numérateur tend vers e? + 0 = 1. Pour = > 0,
e? > 1, donc le dénominateur tend vers 0" : par
quotient, la limite est +00. Pour z < 0, il tend vers 0~

la limite est —oo.

@ Asymptote horizontale d’équation y = 1 en 400 ;
asymptote verticale d’équation x = 0. En —oo, pas

d’asymptote horizontale, puisque f tend vers +oo.

%% L’erreur de Malik

@ Ce n’est pas une forme indéterminée : 222 — & =
x? (2 - 3;) — 400 et e — +00 ; par produit,

lim g(z) = 4o0. Malik a donc tort en +oo : la

T—>+00

propriété z"e® — 0 n’est valable qu’en —oo.

@ En —o0, 2% —  — +00 et e® — 0 : forme indéterminée
du type 0 x co. On développe : g(z) = 2z%e® — z €.
Par croissance comparée, z2e* — 0 et ze® — 0 ; par
produit puis par somme, zgmoo g(z) = 0. Ici, le résultat

de Malik est juste.

@ Oui : en —o0, asymptote horizontale d’équation y = 0.

En +00, il n’y en a pas, puisque g tend vers +oo.

. 2 2z 00 e’ o e’ 1
@ Forme indéterminée du type 2. 57— = & X T Par
. z S
croissance comparée, & — +00, et le second facteur
1 . ..
tend vers 5 ; par produit, la limite est 400 :

I’exponentielle I’emporte sur le polynome.

% %% Un antalgique dans le sang
@ C est le produit de u(t) = 8t et de v(t) = e %%, avec
u'(t) = 8etv/(t) = —0,4e 0%,
Donc C'(t) = 8¢ %4 4 8t x (—0,4)e %% = 8(1 —
0,4t) e 04,

@ Comme e %* > 0, C'(t) ale signe de 1 — 0,4t. Ce
facteur est positif pour ¢t < 2,5 et négatif pour ¢ > 2,5.
Donc C est croissante sur [0;2,5] et décroissante sur
[2,5;+00[.Ona C(0) =0et C(2,5) =8 x 2,5 xe ! =

2 ~ 7,36.

e

@ Forme indéterminée du type 0 x oo. On écrit C(t) =
20 x 0,4te 0% = 20 Xe X avec X = 0,4t. Quand
t — 400, X — 400, et par croissance comparée
Xe X — 0. Par composition puis par produit,

t 0 | 2{,}5 |+oo
Cit)| 0 | ~&N] O

La courbe de C' admet une asymptote horizontale

d’équation y = 0 en +oco0.

@ Non. Pour t > 0,8t > 0et e ** > 0, donc C(t) > 0:1la
concentration ne s’annule jamais. Elle tend vers 0
(asymptote d’équation y = 0) : & long terme, le produit
devient négligeable, mais il ne disparait jamais

complétement dans ce modele.
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%% %* Un taux d’accroissement déguisé

@ Forme indéterminée du type .Onpose X =2z :

quand z — 0, X — 0. Or & ’1 = e;’e est le taux
d’accroissement de exp entre 0 et X. Comme exp est
dérivable en 0, il tend vers exp'(0) = 1. Par

2
composition, hm % =1.
T—

@Pourm#o,g( )=
limg(z) =2x1=2.
z—0

@ Ce n’est pas une forme indéterminée. Par composition,
* — 0, donc le numérateur tend vers —1 et le
dénominateur x tend vers —oo. Par quotient,

lim g(z) = 0. Aucune croissance comparée n’est
T——00

nécessaire.

@ On a une forme indéterminée du type 2. On écrit

&1 — e -
g(z) =& — et 2 X % avec X = 2z — +o0. Par
croissance comparée, 7 — 4-00. Par composition et
. 2
par produit, & — +oco. Comme 9_13 — 0, par somme

lim g(z) = +oo.

T—+00

@ Pas d’asymptote verticale en x = 0, car la limite de g en
0 est finie (elle vaut 2). En —oo, g tend vers 0 : C admet
une asymptote horizontale d’équation y = 0 en —oco. En
400, g tend vers +oo : pas d’asymptote horizontale de
ce cOté.

* %% Quatre affirmations a trancher

@ Faux. Ce n’est pas une forme indéterminée : en —oo,

z3 — —o0 et, par composition, e * — +oco. Par

3.~z

produit, lim z°e * = —oo. La propriété z"e¢ * — 0
T——00

n’est valable qu’en +oo.

@ Vrai. Forme indéterminée du type 0 x co. Pour z > 1,
vz > 1l,doncz =/ X /T >
al<+ze

ze ® — 0; d’apres le théoréme des gendarmes,

lim ,/ze™* =0.

T—+00

z ; comme e ¥ > 0, on

* < xze . Par croissance comparée,

@ Vrai. On écrit P(z) = anz™ + - - -
P(z)e™® =apze ® + -

k}l,m e *

+ a1z + ao, d’ou

-+ ajxe ® + apge . Pour

— 0 en +oo par croissance comparée, et

e ® — 0. Par produit puis par somme, la limite vaut 0 :

I’exponentielle ’emporte sur tout polynoéme.

@ Vrai. f(0) = b, donc il faut b = 2. En —oo, f(z) =
azxe” + 2e” et, par croissance comparée, ze®* — 0 ;
comme e” — 0, par somme f(z) — 0 quel que soit a. En
+o00,sia < 0,ax +2 — —oo et € — +00 : par produit,
f(z) = —oo (pas de forme indéterminée). Par exemple,

f(z) = (2 — z) €” convient.

( Problemes type bac )

[ Ex. 43 Bl

version bac

Automatismes : limites aux bornes,

@ lim ¢z =—oc0et hm e” = 0. Par somme,
T——00
lim (z —e®) = —o0.
T—>—00

@ Forme indéterminée du type oo — co. Pour > 0, x —
. z z

e* =¢" (eﬁ — 1). Par croissances comparées, < — +o0,

donc £ — 0 par inverse, et la parenthése tend vers —1.

Par produit, lim (z — e*) = —o0.
T—+00

@ Forme indéterminée du type 0 x co. Par croissances

comparées, lim z?e® = 0: la droite d’équation y = 0
T—r—00

est asymptote horizontale a la courbe en —oo.
@ Forme indéterminée du type 2. Pour 7é 0, 7 =

X ?1— Par croissances comparées, & — +00 ;

= RI%

— 0, donc le second facteur tend vers 1 par quotient.

Par produit, lim wf—il = 400 : pas d’asymptote
T—+00

horizontale en +oco.

@ 22+3 > Tet,quandz — 27,2 —z — 0~. Par

quotient, lim+ 2—“’— = —o00 : la droite d’équation x = 2
z—2 -

est asymptote verticale a la courbe.

@ 4z +1 — —o00. —x — +00,donc e ® — +o0 par
composition. Par produit, lim (4z + 1)e™® = —oo.
T——00

(Ex. 41 B

@ Par lecture, lim f(z) =2et lim f(z) = 2.La droite
T—>—00 T—+00

Lire un tableau de variations

d’équation y = 2 est asymptote horizontale a la courbe

en —oo et en 4-00.

® tim f(z) =

d’équation £ = —2 est asymptote verticale a la courbe.

—ooet lim f(z) = +o00. La droite
T—>—2+

@ Non. Une asymptote verticale x = a correspond a une
limite infinie en a. Or 1 appartient a I’ensemble de
définition, f(1) = —1, et le tableau n’indique ni double
barre ni limite infinie en 1 : la seule asymptote verticale
est ¢ = —2. Le changement de sens de variation en 1

donne un minimum, pas une asymptote.

@ Sur| —o0;—2

vaut 2.

Donc f(z) < 2, c’est-a-dire f(x) — 2 < 0 : la courbe est

[, f est décroissante et sa limite en —oo

en dessous de ’asymptote.

@ Sur [1

sans jamais l’atteindre.

; +00[, f est croissante, part de —1 et tend vers 2

Donc f(z) — 2 < 0: la courbe est en dessous de

I’asymptote.
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(suite)
@ f(z) —2 = 0quand x — 400, et f(z) — 2 < Osur
[1;+o00[, donc f(z) — 2 — 0. Par quotient,

. 1 _ _
wggloo f(z)—2 oo

%% ' Extrait de bac : une fonction

rationnelle
@ Forme indéterminée du type =. Pour = ¢ {0;1},
12(1+-]5)

f(z) = 2(1-1)

par produit, lim f(z) =
T——00

1+ .
=z X T Le quotient tend vers 1 ;
—ooet lim f(z) = +oo. Les
T—+00

limites sont infinies : pas d’asymptote horizontale.

@a:2+1—>2.Quanda:—>1’,a:—1—>0’;quand

z — 1t,z — 1 — 0*. Par quotient, lim f(z) = —oco et
z—1
hm f(z) = +o00. La droite d’équation x = 1 est

asymptote verticale.

@fzk‘avecu—mﬂ—i—l u=2z,v=z-1,v =1

2z(z—1 1 2 o
f(z) = Mgl — 2220

@ (z —1)? > 0, donc f'(x) a le signe de x> — 2z — 1.
A = 8, racines 1 — v/2 et 1 + /2 : positif & I'extérieur
des racines. f(1 — v/2) = J =2—-22¢t
f1++v2)=2+2v2.

x |-o00 1—+/2 1 1+/2 |[+o0
292 | —ooll 400 | 2422
f(x) | —o0 +oo
N N\ /!

%%~ Une population de poissons qui se
stabilise

@ P(0) = QT = 3 : au départ, le lac compte 3 000
poissons.

@ Forme indéterminée du type 2. On divise par %
P(t)= ﬁ. Par composition, e %% — 0 ; par
quotient, tLir+noo P(t) = 9. La droite d’équation y = 9 est

asymptote horizontale : a long terme, la population se

stabilise vers 9 000 poissons.

@ P(t)—9= 98“3?&‘ 18 — 0}32. Le dénominateur est
strictement positif, donc P(t) — 9 < 0 : la courbe est en

dessous de son asymptote horizontale.

@ Non. D’apres la question précédente, P(t) < 9 pour
tout ¢ > 0 : la population reste en dessous de 9 000
poissons. Elle augmente mais ne dépassera jamais 10

000. Une fonction croissante peut avoir une limite finie.

% %% Extrait de bac : une fonction (ax +
b)e”(—x) de bout en bout
@ Quand x — —00: 2z — 1 — —00, et —x — +00 donc

e~ % — 400 par composition. Par produit,

lim f(z) =

T——00

—o0. La limite est infinie : pas

d’asymptote horizontale en —oo.

@ Quand x — +00: 2z —1 — +ooet e ® — 0, c’est une
forme indéterminée du type 0 X co. On développe :
f@) =2x 2

"
£ — 400, donc £ — 0 par inverse ; et e *

— e %, Par croissances comparées,

— 0 par

composition. Par somme, lim f(z) = 0:1axe des
T—>+00

abscisses (droite d’équation y = 0) est asymptote

horizontale a Cy en +oo.

@ On dérive un produit uv avec u(z) = 2z — 1, v/(z) = 2,

V() =—e ™ fl(z) =2 — (22 —
1)e ™ =(2—-2z+1)e® =(3—2z)e”

@ Comme e > 0, f'(z) alesignede 3 — 2z : f'(z) >0
sur ] —oo; 3[et f'(z) < Osur ]2
vaut f(§) — 2¢75 ~ 0,45.

v(z) =e"

; +00[. Le maximum

x |-oo | 1{,}5 |+4o0
f(x) | —oo | ~2e7 | \,0

@ L’asymptote est la droite y = 0. Comme f(z) — 0 =
(2z — 1)e™® et e7® > 0, ce signe est celuide 2z — 1 : Cy
est en dessous de 'asymptote sur | — 0o ; 1[ et au-dessus

sur |3 ; +-00[. Oui, elle la coupe au point de coordonnées
(3;0) car f(3) = 0 : une courbe peut couper son
asymptote horizontale.

%% % Une courbe prise entre deux

asymptotes

@ Quand x — —oo0,e” — 0,donc 4e® —1 — —1let

e” + 1 — 1. Par quotient, lim g(z) = —1:la droite
T——00

d’équation y = —1 est asymptote horizontale a C en

—00.

@ Tom tombe sur une forme indéterminée du type 22 : il
ne peut rien conclure sans la lever. On factorise par € :

e 4 e 4
(:E) z(1+e I) 1+e

donc par quotlent lim g(z) = 4 : la droite d’équation
T—+00

. Par composition, e % — 0,

y = 4 est asymptote horizontale a C en +oo.

@ 9(@‘4249171&;—1(151“) = e+1 Comme e +1 > 0,
g(z) — 4 < 0 pour tout réel z : C est toujours

strictement en dessous de la droite y = 4.

@ g9(z) — (-1) = % = EH > 0 car e” > 0.
Donc C est toujours strictement au-dessus de la droite

y=—1.

benprofparticulier.fr - 12



(suite)

@ Par la dérivée d’un quotient : ¢'(z) =
4e"(e"+1)—(4e"—1)e” _ 5e®
CESE = @D

croissante sur R.

+ > 0, donc g est strictement

X [-o0 | 4o
gx)| -1]. "4

D’apres les questions précédentes, pour tout réel x :

-1 < g(z) < 4.
* %% Le coiit moyen d’un atelier de bougies
@M(:c):2+%—4><e’”><%.Quandx—>+oo:%—>0
; €% — (0 par composition et % — 0, donc leur produit

tend vers 0. Par somme, lim M(z) = 2 : la droite
T—+00

d’équation y = 2 est asymptote horizontale en +o0.
Pour une trés grosse production, le colit moyen se

rapproche de 2 € par bougie.

@Quandm—>0*,0(:13)—>0+4—4:0eta:—>0:c’est

une forme indéterminée du type 3. On écrit M(z) =

e T oz h_q
2+4x 1; .Enposanth:—:c,lTe:eh avec
h
e—1

h — 0;or lim = 1 (taux d’accroissement de
h—0
Pexponentielle en 0). Par composition, cette fraction

tend vers 1, donc par somme lirOn+ M(z)=2+4=6.
T—

@ Non. M est définie sur |0 ; +oo] : la seule asymptote
verticale possible est la droite d’équation z = 0. Or
liﬁr(r]{ M (x) = 6 est finie : la droite z = 0 n’est pas
;symptote verticale. Une forme indéterminée du type %

ne donne pas forcément une limite infinie.

@ M(z) -2 =" = @.Pour‘x>0, —z < 0donc
e?<letl—e®>0;avecx > 0, on obtient
M (z) — 2 > 0. La courbe est toujours strictement au-
dessus de son asymptote y = 2 : le colit moyen reste
toujours supérieur a 2 € par bougie, sans jamais

Patteindre.

@ X 0 |+oo

M(x) | 16| N\ 2

M décroit strictement de 6 (limite en 0%, non atteinte)
vers 2 (limite en +00, non atteinte) : pour tout > 0,
2 < M(z) < 6. Le colit moyen d’une bougie est toujours

compris strictement entre 2 € et 6 €.
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