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Limites des fonctions de référence
: et opérations

Automatismes : les limites de référence
@ lim i = 0. Quand z < 0, % < 0:lalimite est 0~

(et pas 01 comme en +00).

@ lim 22 = +o0 : la puissance est paire, donc 2% > 0.
T——00

@ lim 2® = —oco : la puissance est impaire, donc le cube

d’un négatif est négatif.

@ lim e® = 0, et méme 0" car €* > 0 pour tout =

r—>—00

(et pas —o0).

@ lim e® = 400, donc par quotient lim Lo
z—+00 z—+oo €

Comme e* > 0,c’est 07 : lim e = = 0.
T—r+00

@ lim < = 0, donc par somme lim (72 + #) =-2.

z—+00 T z—+400

Non : /z n’est définie que sur [0; +0o[. On ne peut pas

faire tendre x vers —oo, et cette limite n’a pas de sens.

CEx.2 I

des opérations

@ Par somme : 4 + (—00) = —o0.

Automatismes : compléter le tableau

@ Par somme : (+00) + (+00) = +00.

@ FI de la forme «+00 — 0o ». Les régles ne concluent
pas : par exemple (z + 1) — z — 1 alors que

2 — ¢ — 4o0.

@ Par produit : un réel négatif fois +o0o donne —oo

(regle des signes).
@ Par produit : (+00) X (—00) = —o0.

@ Par quotient : % =0
(un réel divisé par I'infini).
FI de la forme «0 x co». Par exemple % x x — 1 alors

que;lg x 2% — +oo0.

CEx.3 1Y

@ Quand z > 0, le dénominateur tend vers 0". Par

quotient, 0% donne +oo.

Limites en 0, a droite et a gauche

@ Quand z < 0, le dénominateur tend vers 0~. Par

quotient, 0% donne —oo.

@ Quand x < 0, x — 0. Le numérateur —5 est négatif :

par quotient et régle des signes, 6—5 donne +oo.

(suite)
@ Pour z # 0, 22 > 0, donc 22 — 0" des deux cotés. Par

quotient, la limite vaut +oco a droite comme a gauche :

lim 4 = +oo.
z—0 z*

@ Quand z < 0, 2 < 0, donc 3 — 0~. Par quotient, la

limite vaut —oo.
@ 1in(1) % = 400, donc f% — —o0. Par somme, la limite
T—
>0
vaut —oo.

Non : la limite a droite vaut +oo et la limite a gauche
—o0. Elles sont différentes, donc il n’y a pas de limite
«en 0». La droite £ = 0 est quand méme asymptote

verticale.

%% Vrai ou faux sur les opérations
@ Faux. La limite est juste : % — 0, donc par somme la
limite vaut 3. Mais pour « < 0, (3+ 715) -3= i <0:la

courbe est en dessous de ’asymptote y = 3.

@ Faux. lim e” =0 (et pas —o00). Par somme, lim (1 —
T—>—00 T——00

€”) = 1:ladroite y = 1 est asymptote horizontale en

—0Q.

@ Faux. «+00 — 00 » est une forme indéterminée, elle ne
vaut pas 0. Iciz? —z =z(z — 1) : z — +oo et

x — 1 — 400, donc par produit la limite vaut +oo.

@ Faux. Par somme, 1 — z — —oo et 2 + 3 — +00. Par
produit, (—oo0) x (+00) donne —oo : il faut tenir

compte du signe de chaque facteur.

@ Vrai. /z — 400 et e* — +00, donc par somme le
dénominateur tend vers +o0o. Par quotient, 4:% donne

0.

%% ' La copie de Maél
@ Maél oublie que —3 est négatif. e* — 400, donc par
produit —3e® — —oo0, puis par somme

lim (2 —3e”) = —o0.
T—+00

@ Le résultat est juste mais la justification est fausse :
3 — 0 en —oo (un réel divisé par l'infini). Par somme,

+00 + 0 = +o0.

@ v/z n’est définie que sur [0; +oo] : la limite en —co n’a
pas de sens. En +o00, 4/ — +00, donc par somme

i (Va4 1) = +oo.
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(suite)

@ Faux : le cube d’un nombre négatif est négatif.

lim z® = —o0, donc par somme lim (2 —7) = —oco.
T——00 T—r—00

%% = Le colit moyen d’une fromagerie

@ q — +00, donc par quotient %

— 0, et par somme
lim Cy(g) = 9. La droite y = 9 est asymptote
q—+00

horizontale a la courbe en +oo.

@ Icil=9.Cn(q) —9 = 3—30. Comme g > 0, ce quotient
est strictement positif : la courbe est toujours au-dessus

de la droite y = 9.

@ Quand q > 0, ¢ — 0™, donc par quotient % — +00, et
par somme Ci(g) — +oo. La droite ¢ = 0 (I’axe des
ordonnées) est asymptote verticale.

@ Plus la production est grande, plus le colit moyen se
rapproche de 9 €, sans jamais descendre en dessous. A
I'inverse, une toute petite production fait exploser le
colit moyen : les frais fixes de 360 € se répartissent sur
trés peu de kilos.

% %% Une courbe coincée entre deux
asymptotes

@ Pour tout réel z, e* > 0,donce®*+1>1>0:le
dénominateur ne s’annule jamais et f est définie sur R.
En —o0, €® — 0 (et non —o0). Par somme, e” + 3 — 3
et e* + 1 — 1. Par quotient, mgrpoo f(z)=32=3.La
droite d’équation y = 3 est asymptote horizontale a C¢

en —oo.

@ En 400, €® — 400, donc par somme e* + 3 — 400 et
e” +1 — +o00 : c’est la forme indéterminée « 2 ». Pour

tout réel x, on factorise par e” en haut et en bas :

flo) = S2) e

= e(lra) e

quotient, ﬁo = 0) et, par produit, 3¢~ — 0. Par

En +o00,e ® =1 — 0 (par

somme, le numérateur tend vers 1 et le dénominateur
vers 1. Par quotient, lim f(z) = 1. La droite y = 1 est
T—>+00

asymptote horizontale a Cy en +00. Attention : la limite

vaut 1 parce qu’on l'a calculée, pas parce que « 2 = 1».

@ Icil=1. f(z) — 1 = <) — 2 [e numérateur

e*+1 e*+1

2 est positif et le dénominateur est strictement positif,
donc f(z) — 1 > 0 pour tout réel . Cy est strictement

au-dessus de la droite y = 1.

: 7 43-3(e"+1 _9e®
@ Icié =3. f(z) —3= % = 2. Comme
e® > 0, le numérateur —2e? est strictement négatif. Le
dénominateur est strictement positif, donc f(z) — 3 <
0 pour tout réel z. Cy est strictement en dessous de la

droite y = 3.

(suite)
@ Oui, Ineés a raison. D’apres les deux questions
précédentes, f(z) > 1 et f(z) < 3 pour tout réel z,
donc 1 < f(x) < 3. Cy est située entre les droites y = 1

et y = 3, sans jamais les toucher.

* %% Les truites du lac : deux modéles
@ En 400,12t +3 — oo et t + 1 — 400 : c’est la forme

indéterminée « 22 ». Pour ¢ > 0, on factorise par le

t(12+2)
t(1+4)

1242 . k 3 1

grwal Par quotient (£ =0), ¢ — 0 et + — 0. Par

terme dominant ¢ en haut et en bas : P(¢) =

somme, le numérateur tend vers 12 et le dénominateur
vers 1. Par quotient, tLiEloo P(t) = 12. A long terme, le
modele A prévoit que la population se stabilise autour
de 12 centaines, soit 1 200 truites

(asymptote horizontale y = 12).

@ En 4o0,e! = el—, — 0 par quotient, car e/ — +oco. Par
produit par —7, —7e~t — 0. Par somme,
tLiinOO Q(t) = 10. A long terme, le modéle B prévoit que
la population se stabilise autour de 10 centaines, soit 1
000 truites
(asymptote horizontale y = 10).

sy O 12¢43-12(¢4+1) _ 12¢43-12¢—12
(©) Ieit =12, P(t) — 12 = 232000 _ waessto1n

tjr—gl.PourtZO,t+1>O,d0ncP(t)712<0.N0n:

selon le modeéle A, la population reste toujours sous les
1 200 truites. Elle s’en approche par en dessous, sans

jamais les atteindre.

@ 1 100 truites correspondent a 11 centaines. Avec la
question précédente, P(t) = 12 — Hil. P(t)>11 <—
1>7 < t+1>9(cart+1>0) < t>8.0n
vérifie que P(8) = % = 11. Le lac compte strictement
plus de 1 100 truites au bout de 8 ans, c’est-a-dire pour

t> 8.

@ Les limites calculées donnent 12 — 10 = 2 centaines,
soit 200 truites. Oui, Léna a raison : a long terme, le
modele A prévoit environ 1 200 truites et le modele B

environ 1 000, soit un écart de 200 truites.

* Automatismes : nommer puis lever la
forme indéterminée

Lever une forme indéterminée : le
terme dominant

@ En +oo, —2z* — —oo et 62 — 400 : c’est une forme
indéterminée « —o0o + co». Pour z # 0, —2z* + 623 —
z =zt (—2 + g — a%) La parenthése tend vers —2 et

z* — 400. Par produit, la limite vaut —oo.
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(suite)

@ En —o0, 52° — —o00 et 922 — +00 : c’est une forme
indéterminée « —oo + co». Pour z # 0, 5z3 + 9z2 —
4=z (5 + < 2 _ —) La parenthese tend vers 5 et

> — —oo0. Par produit, la limite vaut —oo

@ Le numérateur et le dénominateur tendent vers +oo :
c’est une forme indéterminée «2». Pour z > 0,
L
621 _ 2(0-F) _

3045 — ( 58) —15— Le numérateur tend vers 6 et

le dénominateur vers 3. Par quotient, la limite vaut 2.

@ Le numérateur tend vers —oo et le dénominateur vers

+o00 : c’est une forme indéterminée « 2 ». Pour z < —2,

z(1+4 144

x4 J—LL = % X 5= . Ici, 1 i 0 et la fraction
2
E

2223 12(2——32-)
tend vers % Par produit, la limite vaut 0 : le degré du

haut est inférieur a celui du bas.

@ Au numérateur, 3z° — —o0o et —z — +00 : c’est une
forme indéterminée « —oo + 0o ». Les régles ne

concluent donc pas pour le quotient. Pour z # 0,

s o _ 205) _ o ¥ F Lo fraction tend vers 3 et
B ,
m 2(1+.L) xr E;[; a Iraction tend vers €

r — —oo. Par produit, la limite vaut —oo

@ En +o0, z — 400 et —4,/z — —o0 : c’est une forme
indéterminée « +00 — co». Pour z > 0,
a:—4\/5—w(1— —) Comme /z — +00, on a
ﬁ — 0 par quotient, donc la parenthése tend vers 1
par somme. Comme z — 400, la limite vaut +o0o par
produit.

* Automatismes : vrai ou faux sur les
formes indéterminées

@ Faux. Prends f(z) = 2? + 3 et g(x) = z%. Les deux
fonctions tendent vers 400, et on a une forme
indéterminée « +00 — co». Mais f(z) — g(z) = 3 pour
tout z, donc la limite vaut 3, pas 0.

@ Faux. Prends f(z) = 4z + 1 et g(z) = ¢ — 2, qui

4

4t

1
tendent vers +00. Pour z > 2, fa) _ 2(445) _
9@ — 2(1-2)

Par quotient, la limite vaut 4, pas 1.

=

81

@ Vrai. On a une forme indéterminée « % ». Pour z > 0,
2045 _ z!2+§! _ % x 2+4
x

B T 5(13) = Ici, 2 — 0 et la fraction

tend vers 2. Par produit, la limite vaut 0.

@ Vrai. En —o0, on a une forme indéterminée « 22 ». Pour

9— 2
z #0, gi:—ﬁ = g“_t Par quotient, la limite vaut =3.

La droite y = 3 est donc asymptote horizontale en —oo.

(suite)

@ Faux. En —oco, 2 — +00. Comme z3 — —00, on a
—8z% — 400 par produit. Par somme, z2 — 8x% — 400
: les régles concluent, donc ce n’est pas une forme

indéterminée.
%% L’erreur de Malo en moins I’infini

@ Au numérateur, 22% — —oco et —z2 — —oo. Par
somme, le numérateur tend vers —oo. Au
dénominateur, 4z? — +oo et 3z — —oo : c’est la forme
indéterminée « +00 — co». Pour z # 0, 42> 4 3z =
x? (4 + %), qui tend vers +oo par produit. Le quotient

est donc du type « 2 » : c’est une forme indéterminée.

@ En —oo, z est négatif, mais |z| devient trés grand. Plus
le degré est €levé, plus le terme est grand en valeur
absolue. Les termes dominants sont donc ceux de plus
haut degré : 223 en haut et 4z2 en bas, pas 5 et 3z.

9- 1,35

@ 3 33(27%+j3') T3
Pourw;«é[)et:c7é74—l,f(a:):wf)—::cx T

2

. Par quotient, la fraction tend vers 7 = % Comme

x — —o0, on obtient par produit lim f(z) = —ooc.
T——00

@ On garde la méme écriture : la fraction tend vers 3 et

& — 4o00. Par produit, lim f(z) = 4o00. Les limites
—+00
en —oo et en 4-o0o sont infinies, donc Cy n’a pas

d’asymptote horizontale.

%% '~ Une forme « 0/0 » en un réel
@ Quand x — 3, le numérateur tend vers 9 — 15+ 6 =0
et le dénominateur vers 9 — 9 = 0 : c’est une forme
indéterminée « % ». La régle du terme dominant ne vaut

qu’en 400 ou en —oo, jamais en un réel.

@ (z—2)(z—3)=22—-3z—2x+6 =122 — 5z +6.De
plus, 22 — 9 = (z — 3)(x + 3). Pour z # 3 et 2 # —3, on
simplifie : g(z) = 2. Quand = — 3, le numérateur
tend vers 1 et le dénominateur vers 6. Par quotient,

lim g(z) = §. La limite est finie : la droite z = 3 n’est

pas asymptote.

@ On utilise g(z) = ﬁ, dont le numérateur tend vers
—5.0naxz + 3 > 0quand x > —3, donc le
dénominateur tend vers 0". Par quotient, la limite par
valeurs supérieures vaut —oco. On a z + 3 < 0 quand
x < —3, donc le dénominateur tend vers 0~. Par

quotient, la limite par valeurs inférieures vaut +oo.
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(suite)

@ En +o0, on a une forme indéterminée « 2 ». Pour
2(1—52 4 6 R
2(1-2+4)  1-344

z#0z# -3tz #3,9(x) = gy = T3

Par quotient, la limite vaut 1 en 400 comme en —oo.

(suite)

@ Comme ¢t + 4 > 0, P(t) > 50 équivaut a
60t + 20 > 50(t + 4), c’est-a-dire 10t > 180, soit t > 18.

La population dépasse 50 000 poissons au-dela de 18 ans

Asymptotes de C, : la droite y = 1 (horizontale, en (pour ¢ = 18, elle vaut exactement 50 000).

@ Non. D’apres I’étude du signe de P(t) — 60, on a
P(t) < 60 pour tout ¢ > 0. La population reste donc

+00) et la droite z = —3 (verticale). Il n’y a pas
d’asymptote en z = 3.
%% - Un quotient d’exponentielles et son toujours sous 60 000 poissons et ne dépassera jamais
tableau 100 000. Une quantité qui augmente ne tend pas

@ En 400, e — 400, donc le numérateur et le forcément vers +oo0 : ici, elle se rapproche de 60 000.

dénominateur tendent vers +oo : ¢’est une forme

. . o2 P e (243 -~z
indéterminée « % ». On écrit h(z) = i) _ aiser

% %% Une famille de quotients : tout dépend
des degrés

e(l-%)  Le’-
Par quotient, e ® = e% — 0. Le numérateur tend donc
vers 2 et le dénominateur vers 1. Par quotient,
lim h(z) =2.

T—>+00

@ En —o0, e — 0. Par somme, le numérateur tend vers 3

et le dénominateur vers —1 : il n’y a pas de forme

indéterminée. Par quotient, lim h(z) = -3.
Tr—r—00

@ En 400, 422 — 3 — +oo et 222 +1 — +oo : c'est la

forme indéterminée « 2 ». Elle ne vaut pas 1 : il faut

2043
transformer 1’écriture. Pour z # 0, fo(z) = 22(2+z) =

2
43

2 3 1
ﬁ. En +oo, 5 — 0 et -3z — 0, donc par somme le
numérateur tend vers 4 et le dénominateur vers 2. Par

quotient, lim fo(z) = 2. La droite y = 2 est
z—+00

asymptote horizontale a Cy en +o00, et Noé s’est trompé.
@ La fonction exponentielle est strictement croissante et

2 2
e =1. @ On étudie le signe de fo(z) —2 = & 7?;;2291“ ) 21’25“.

Donc e — 1> 0 quand z > 0, et ¢® — 1 < 0 quand Le numérateur est négatif et le dénominateur

¢ < 0. En 0, le numérateur tend vers 2 + 3 = 5. Par strictement positif, donc fo(z) — 2 < 0 pour tout réel z.

valeurs supérieures, le dénominateur tend vers 0* : par La courbe Cj est toujours située strictement en dessous

quotient, la limite vaut +o0o. Par valeurs inférieures, il de son asymptote y = 2.

tend vers 0~ : par quotient, la limite vaut —oo. @ Pour z # 0, f.(z) — dlatdi-&) v x ati-% En +oo
v Ja - - .

x2(2+;17) 2+;]5
@ x | —oco 0 +o0 le quotient tend vers § # 0 (par somme et par
h(x) | =3 \[ —oo ll +00 | N2

quotient). Par produit avec  : si a > 0, la limite vaut

400 en +o0o et —oo en —o0 ; sia < 0, elle vaut —oo en
Asymptotes de Cp : la droite y = —3 (horizontale en 00 et +0o en —oco. Le degré du haut (3) est plus grand
—00), la droite y = 2 (horizontale en +00) et la droite
z=0

(verticale).

que celui du bas (2). Les limites sont infinies, donc C,

n’a pas d’asymptote horizontale quand a # 0.

@ En —o0,42? — 3 — +oo et 22* +1 — 400 : clest la

forme indéterminée « 2 ». Pour z # 0, g(z) =

%% - Les poissons du lac

P(0) = 2 = 5: au moment de la réintroduction, il y a 2(4_ 3 43
@ ©=5 Y 14(—52_—) =4 x 57 Le quotient tend vers 3=2et
5000 poissons dans le lac. at(2+7) T

% — 0. Par produit, lim g(z) = 0 (le degré du haut
Tr—>—00

E 20 — 4— :c’
@ B +00, 60t +20 = fooet £ + o0 : cest une est plus petit que celui du bas). L’axe des abscisses,

forme indéterminée « 2 ». Pour ¢t > 0, P(t) =

t(60+2) 60+ . . _
t(1+%t) - T%L Par quotient, tL1+moo P(t) = 60. La

droite y = 60 est asymptote horizontale : a long terme,

d’équation y = 0, est asymptote horizontale a la courbe

de g en —o0.

la population se stabilise vers 60 000 poissons.

(©) P(t) — 60 = L) _ 20 pourt >0, ¢4 4 >0,

t+4 ¢
donc P(t) — 60 < 0. La courbe de P est toujours en

dessous de son asymptote y = 60.
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%% %* Retrouver une fonction a partir de son
tableau
@ D’aprés le tableau, lim f(z)=2et ZEIEOO f(z) =2.
En 3, f tend vers —oo quand x tend vers 3 par valeurs
inférieures, et vers +oo par valeurs supérieures.
Donc la droite y = 2 est asymptote horizontale a C; en
—o00 et en 00, et la droite x = 3 est asymptote

verticale.

@ Sia # 0, on a en +oo la forme indéterminée « 2 ». Pour

b v
z#0etz # —c, f(z) = zl(‘:—:)l = %{—.Parsommeet

par quotient, cette expression tend vers a (méme si

a = 0). Comme la limite vaut 2, ona a = 2. Si

3 + ¢ # 0, alors par quotient f(x) tendrait en 3 vers le
réel 33“T+cb. Or la limite en 3 est infinie, donc 3 + ¢ =0,
soit ¢ = —3. Enfin, f(0) = _13 = —1,donc b = 3.

Conclusion : f(z) = Z&£3.

@ Quand z tend vers 3, 2z + 3 — 9 par somme. On a z —
3 > 0 quand > 3 : le dénominateur tend vers 0" et,

par quotient, lim f(z) = +00. Onaz — 3 < 0 quand
73
z < 3 :le dénominateur tend vers 0~ et, par quotient,

lin% f(z) = —00. On retrouve bien le tableau et
T
<3

I’asymptote verticale z = 3.

@ On étudie le signe de f(z) — 2 = Mﬁﬂ =L
Comme 9 > 0, cette différence a le signe de z — 3. Pour
z >3, f(z) —2 > 0:Cy est au-dessus de la droite
y=2.Pourz <3, f(x) —2 < 0:Cy est en dessous de
la droite y = 2.

@ On peut prendre g(z) =2+e =2+ ei En +oo,
e® — +00, donc elz — 0 par quotient, et g(z) — 2 par
somme : la droite y = 2 est asymptote horizontale en
+00. En —o00, € — 0 avec e* > 0, donc eLz — 400 par
quotient, et g(z) — +oo par somme. La limite est
infinie, donc il n’y a pas d’asymptote horizontale en

—0QQ.

a horizontale

Cex 17 I

@ En +o00, —2x% — —oco et Tz*> — +00 : c’est une forme

Limite en ’infini et asymptote

Automatismes : limites en I’infini

indéterminée « +00 — co». Pour z # 0, —2z3 + 7z? —
4=2%(-2+ I - %). La parenthése tend vers —2 et

2® — 400. Par produit, la limite vaut —oo.

(suite)

@ En —oo, 2! — 400 et ¥ — —o0, donc —6z° — +oco. Ce
n’est pas une forme indéterminée. Par somme, la limite

vaut +o0.

@ En +o00, le numérateur et le dénominateur tendent vers

+o00 : c’est une forme indéterminée « £ ». Pour z > 0,

23 2*(5-%) 5% .
3 — = ——==. Le numérateur tend vers 5 et
22tz m2(2+l) 2+1
z

le dénominateur vers 2. Par quotient, la limite vaut g

@ En —o0, le numérateur tend vers —oo et le
dénominateur vers +o0o : c’est une forme indéterminée

o0 apry _ @(45) 4
«Z». Pourz #0, 53 = 2(d) g e

numérateur tend vers 4 et, par produit, le

dénominateur tend vers —oo. Par quotient, la limite

vaut 0.

@ En +o0, v/ — 400 et —3z — —00 : c’est une forme
indéterminée « +00 — co». Pour 2 > 0,
f—3m:m(%—3),car3w@: %.Comme%—)O,
la parenthése tend vers —3, et z — +o0o. Par produit, la

limite vaut —oo.

@ En —oo, 23 — —o0 et £ — —00, donc par somme
8

23 + 2 — —oo. Par quotient, 75 — 0. Par somme, la

limite vaut 5.

[ Ex.18 Bl

deux cotés

Automatismes : exponentielle, des

@ En —o0, €® — 0. Par produit puis par somme, f(z) — 4
: la droite y = 4 est asymptote horizontale en —oco. En
+00, 3e* — +00. Par somme, f(z) — 400 :iln’y a pas

d’asymptote horizontale en +oo.

@ En 400, e* — 400, donc par quotient e ¢ = (% — 0.
Par somme, g(z) — 1:la droite y = 1 est asymptote
horizontale en +oc0. En —o0, e — 0T, donc e ® — +o00
et —5e ¢ — —oo. Par somme, g(z) — —oo :iln’y a pas

d’asymptote horizontale en —oo.

@ En +o00, € — +00, donc par somme 2 + €* — +o0. Par
quotient, A(z) — 0 : la droite y = 0 est asymptote
horizontale en +00. En —o0, € — 0, donc par somme
2 + e® — 2. Par quotient, h(z) — 3 : la droite y = 3 est
asymptote horizontale en —oo. Les deux asymptotes

sont différentes.

@ En +o00, % — 0 et, par quotient, e * = e% — 0. Par
somme, k(z) — 0 : la droite y = 0 est asymptote
horizontale en +00. En —oo, % — 0ete® — 01, donc
par quotient e™® — +o0o. Par somme, k(z) — —o0 : il

n’y a pas d’asymptote horizontale en —oo.
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| Ex. 19 R

@ D’aprés le tableau, lim h(z) = +ooet lim h(z) = 3.
T——00 T—+00

Lire les asymptotes dans un tableau

@ Faux. Comme la limite de h en +00 vaut 3, c’est la
droite horizontale d’équation y = 3 qui est asymptote

en +oo. La droite x = 3 est verticale.

@ Non. En —oo0, la limite de h est infinie (+00). IIn’y a

donc pas d’asymptote horizontale en —oo.

@ Sur [—1; +00[, h est strictement croissante, de —4 vers
sa limite 3.
Donc h(z) < 3, c’est-a-dire h(z) — 3 < 0. La courbe Cp,

est en dessous de la droite y = 3.

%% - Les deux erreurs d’Ines

@ «22» est une forme indéterminée : on ne peut pas
conclure directement, et la limite ne vaut pas forcément

1. Il faut d’abord factoriser par le terme dominant.

@ Forme indéterminée « 2 ». Pour z # 0, f(z) =

2 1 1
z7(6—1 6—= )
20z) = —4%. Par somme, le numérateur tend vers 6
w2(4+d) T 4+
>

et le dénominateur vers 4. Par quotient,

: _ 6 _ 3

@ La méme écriture convient en —oo, car ;lc —0et
% — 0. Par somme puis par quotient, la limite vaut
aussi g La droite d’équation y = % est asymptote

horizontale a C¢ en +o00 et en —oo.

@ «+00 — co» est une forme indéterminée, pas 0. Pour
z#0, 2> — 4z = (1 - %) La parenthése tend vers 1
et 2 — +o0. Par produit, g(z) — +oo : la limite est
infinie, donc il n’y a pas d’asymptote horizontale en
+o00.

%% Une courbe qui traverse son
asymptote

@ 22 +1>1> 0, donc le dénominateur ne s’annule

jamais : f est définie sur R. En +00, on a une forme

2
(2+1) 242

indé inée « X _
indéterminée « 2 ». Pour z # 0, f(z) = ) T

. Par quotient, xgrfoo f(z)=2.
@ Avec la méme écriture, % —0et ﬁ — 0 en —oo. Par

quotient, la limite vaut 2. La droite d’équation y = 2

est asymptote horizontale a C; en —oo et en +-o0.

s _ 2% 42-2(2"41) _ 202422022 _ 22
@ Ieit=2. f(z) -2= 2’41 - z?+1 - :

@ Comme z2 +1 >0, f(z) — 2alesignede z — 2. Si
z <2,z —2<0:Cy est en dessous de la droite y = 2.
Siz>2,2—2>0:Csestau-dessus. Siz = 2,1a

courbe et la droite se coupent.

(suite)
@ Faux. f(2) = Zi—% = 2:la courbe C; coupe son
asymptote y = 2 au point A(2; 2).

%% ' Le coiit moyen d’un tabouret
b _ a(gtl)+b _ agtatb s 25¢+130 -
@ at;q = ﬂ-quIL = E‘qu_l. Onveutobtemr—gT 1
faut a = 25 et a + b = 130, d’ott b = 105. Ainsi

_ 105
CM(q) =25+ P

@ En 400, ¢+ 1 — 400, donc par quotient % — 0. Par

somme, lim Cj(q) = 25.
q—+o0

@ La droite d’équation y = 25 est asymptote horizontale a
la courbe de Cj; en +o0. Pour la menuiserie, plus elle
fabrique de tabourets, plus le colit moyen d’un tabouret

se rapproche de 25 €.

@ Cul(q) — 25 = %.Orq—i—l > 0 car g > 0, donc
Cu(gq) — 25 > 0. La courbe est toujours au-dessus de
son asymptote y = 25 : le colit moyen reste supérieur a

25 € et ne descend jamais sous cette valeur.

(©) Cu(g) < 26 équivaut 3 2% < 1, c’est-2-dire g + 1 > 105
(car ¢+ 1 > 0), soit ¢ > 104. Le colit moyen passe sous
26 € au-dela de 10400 tabourets.

% %% Les poissons d’un étang pres de
Montlucon

@ P(0) = 2 = 3. Au départ, on introduit 3 000 poissons

dans ’étang.

@ En +o00, 40t + 9 — +o00 et 2t + 3 — +00 : c’est la forme
indéterminée « 2 ». Pour ¢ > 0, on factorise par ¢ en

2
haut et en bas: P(t) = : 40+3‘ = &2%. Comme 2 — 0
t(2+2) 2+4 t

et % — 0, par somme le numérateur tend vers 40 et le

dénominateur vers 2. Par quotient, t1i1+n P(t) =20.La
—+00
droite d’équation y = 20 est asymptote horizontale a Cp

en +o00. A long terme, le nombre de poissons se
rapproche de 20 000.

of) _ 40t19-20(2+3) _ 40119 40t 60 _ 51
@ P(t) -20 = 2+3 = w3 — a Pow

t>0,2t+3>0et —51 <0, donc P(t) — 20 < 0. La

courbe Cp est strictement en dessous de la droite y = 20

sur [0; +o0].

@ Non. D’apres la question précédente, P(t) < 20 pour
tout ¢ > 0. Le nombre de poissons se rapproche de 20
000 sans jamais ’atteindre : une limite n’est pas

forcément une valeur prise par la fonction.

(&) P(t) >19 <= 20— 32 > 19 « 5L < 1. Comme
2t + 3 > 0, cela équivaut a 51 < 2t + 3, soit t > 24. Le
nombre de poissons dépasse 19 000 au bout de 24 ans

(on a exactement P(24) = 19).
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%% %* Retrouver une fonction grace a ses
asymptotes
@ Pour tout réel z, €® > 0,donce”* +1>0:1le
dénominateur ne s’annule jamais et f est définie sur R.
En —oo, €® — 0. Par produit et somme, ae” +b — b, et
€® +1 — 1. Par quotient, mliglm f(z) = b. L’asymptote

en —oo a pour équation y = —1, donc b = —1.

@ f(0) = ‘1‘7“1’ = %1 Le point A est sur Cy, donc 42 = 2,

N _ . . __ 5 T _1
d’olla = 5. Ainsi f(z) = 25
@ En +00, € — +00. Par produit et somme, 5¢* — 1 —

+oo et e® + 1 — 400 : c’est la forme indéterminée « 2

cloF) _ 2 Par

e(1+d) — +x

— 0. Par somme, le numérateur tend vers

». On factorise par €” : f(z) =

1
) ex

quotient
5 et le dénominateur vers 1. Par quotient,

lim f(x) = 5. La droite d’équation y = 5 est
T—+00

asymptote horizontale & C en +o00 : les asymptotes

sont différentes des deux cotés.

@ flz)—5= % = e;fl <Ocare®+1>0:Cy
est en dessous de la droite y = 5. f(z) — (1) =
561%1‘5“’—1 = % > 0: Cy est au-dessus de la droite
y = —1. Ainsi —1 < f(z) < 5 pour tout réel z.

@ Faux. En —o0, € — 0 donc, par produit et somme,
h(z) — —1:la droite y = —1 est bien asymptote
horizontale en —oo. En revanche, en +00, 5e* — 400
donc, par somme, h(z) — +o00. Une limite infinie ne

donne pas d’asymptote horizontale : il n’y en a pas en

~+o00.

n verticale, position de la courbe

(Ex. 20

interdite

Limite en un réel, asymptote

Automatismes : limites en une valeur

@ Le numérateur vaut 3 > 0. Siz > 7,7 — 2 < 0, donc

, oi* donne —oo.

7 —x — 0. Par quotient
@ e? — 1, donc le numérateur tend vers 3 > 0. Siz < 0, le
dénominateur tend vers 0~ . Par quotient, la limite est

—0Q.

@ Le numérateur tend vers —6 < 0.Siz > -1,z + 1> 0,

donc z + 1 — 07. Par quotient, a—f donne —oo.

@ Le numérateur tend vers —6 < 0.Siz < -1,z + 1 < 0,

=6

donc z +1 — 0. Par quotient, 5= donne +oo.

@ Un carré est positif, donc (z + 6)2 — 0* des deux cotés
de —6. Par quotient, 0% donne +oo a droite comme a

gauche : la limite en —6 est +o0.

(suite)

@ v/ n’est définie que pour z > 0 : on étudie seulement
z — 07. Le numérateur tend vers0 — 2 = —2 < O et le
dénominateur x — 0*. Par quotient, a—f donne —oo.

(Ex. 20 B

valeur interdite

Automatismes : vrai ou faux en une

@ Faux.Siz > 1,z — 1 — 07 et le quotient tend vers +o0
;siz <1,z —1— 0" etil tend vers —oo. Les deux

cOtés different : pas de limite en 1.

@ Vrai. (z +2)% — 0" des deux cotés de —2 (un carré est
positif). Par quotient, a—f’ donne —oo a droite comme a

gauche.

@ Faux. Le numérateur tend vers —9 < 0 et x — 0T. Par

=2 donne —oo : le signe s’inverse.

quotient, 5

@ Faux. En —8, le numérateur et le dénominateur

tendent vers 0 : forme indéterminée « % ». Pour x # —8,
(z—8)(z+8)
z+8
donc pas d’asymptote verticale.

=z — 8, qui tend vers —16. La limite est finie,

@ Faux. Une asymptote verticale a une équation de la
forme x = a. Ici, siz > 75,x+5%0+et%+5 — 400 :
I’asymptote verticale est x = —5. La droite y = —5 est
horizontale et n’est pas asymptote

(m%—ﬂ)enioo).
%% = L’erreur de Léa
@ z—2>0quandz >2etx—2<0Oquandz < 2;z —

2 = 0 pour z = 2, valeur interdite.

@ Le numérateur tend vers 2 — 6 = -4 < 0.Siz > 2,z —

2 — 0% : par quotient, lim2 fl@)=—00.Siz <2,z —
s

2 — 0~ : par quotient, lim2 f(z) = +oo.
[

@ Premiere erreur : elle n’a pas étudié les deux cotés ; f
n’a pas de limite en 2 (—oo a droite, +00 4 gauche).
Deuxiéme erreur : une asymptote verticale a une
équation de la forme x = a. Conclusion : la droite

d’équation z = 2 est asymptote verticale a Cy.
%% ' Compléter un tableau de variations
@ Forme indéterminée « 2 ». Pour z # 0, on factorise par
5
z:g(z) = i—fg- Comme ;50 —0et % — 0, par quotient

g(z) — 1 en +oo et en —oo.

@ Le numérateur tend vers 9 > 0. Siz >4,z —4 — 0" :
par quotient, la limite a droite est +00. Siz < 4, x —

4 — 07 : la limite a gauche est —oo.
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(suite)
@ X | —o0 4 +o0o

gx) | 1N, | —ooll 400 | N1

@ La droite d’équation y = 1 est asymptote horizontale
en +0o et en —oo ; la droite d’équation = 4 est

asymptote verticale.

%% - Le coiit d’une dépollution

@ C(80) = o = 4380 = 200 : il faut 200 milliers
d’euros, soit 200 000 €.

@ C est définie sur [0;100[ : 100 est une borne de
I’ensemble de définition et p ne peut s’en approcher que
par valeurs inférieures

(on ne peut pas éliminer plus de 100 %).

@ Le numérateur tend vers 5000 > 0. Sip < 100,
100 — p > 0, donc 100 — p — 0*. Par quotient,
C(p) — +oo.

@ Plus on veut s’approcher d’une élimination totale, plus
le coiit devient grand : éliminer 100 % des rejets est
impossible financi¢rement. La droite d’équation p =

100 est asymptote verticale a la courbe de C.

%% ' Choisir le bon paramétre

@ Forme indéterminée « 2 ». Pour z # 0, on factorise par
z: f(z) = ﬁ Comme <=0 et — 0, par quotient

f(z) = 4 en foo.

@ Le numérateur 4z + 12 tend vers 0 comme le
dénominateur : forme indéterminée « % ». Pour z # —3,
flz) = g;%fl = 4, donc f(z) — 4. La limite est finie : la
droite x = —3 n’est pas asymptote. Le choix ¢ = 12 ne

convient pas.

@ Le numérateur tend vers —12 +14 =2 > 0. Six > —3,
z +3 — 0 : par quotient, la limite est +o00. Siz < —3,
4+ 3 — 0 :lalimite est —co. La droite = —3 est

bien asymptote verticale.

@ flz)—4= 4%43(1%) = x+3 Six > —3, ce quotient
est positif : C¢ est au-dessus de la droite y = 4. Si

x < —3, il est négatif : Cy est en dessous.

%% % Deux valeurs interdites
@ En +00, on a une forme indéterminée « = ». On

factorise par les termes dominants : pour z # 0, f(z) =

Pe-i-y) 2% ,
Pt g) 7£+f5.Le numérateur tend vers 2 et le

dénominateur vers 1, donc, par quotient, lim f(z) =
T—+00
lim f(z) = 2. La droite d’équation y = 2 est
T——00

asymptote horizontale 2 C; en +o00 et en —oo.

(suite)

@ En 3, le numérateur tend vers 2 x 9 — 15— 3 =0et le
dénominateur vers 9 — 12 4+ 3 = 0 : c’est une forme
indéterminée « % ». Pour z # 3, on simplifie par x — 3 :
f(z) = %%1%%733% = 221 Par quotient, hm f(z) =
une limite finie. Il n’y a donc pas d’asymptote verticale

enz = 3: Tom a tort.

@ Pour z # 3, f(z) =
3>0.0naz—1>0quandz >1letz— 1< 0quand
<1

Zw—mj’l—l. En 1, le numérateur tend vers

Donc z — 1 — 0" a droite et 0~ a gauche. Par quotient

(regle des signes) : lim f(z) = +o0 et lim f(z) = —oo.
z—1 z—1
z>1 <l

La droite d’équation = 1 est asymptote verticale a C;

: c’est la seule.

@ Pourz e R\ {1;3}: f(z) —2= % = -2 Le
numérateur 3 est positif, donc f(z) — 2 a le signe de
z —1.8ur]| —oo0;1[, f(x) —2 < 0:Cy est en dessous de
la droite y = 2. Sur ]1;3[ et sur |3;+oo], f(z) —2>0:

Cy est au-dessus.

% %% Un carré au dénominateur, une racine
au dénominateur

@ En 3, le numérateur tend vers 1 — 6 = —5 < 0. Un carré
est positif, donc (z — 3)? > 0 pour tout = # 3 : (z —
3)2 — 07" des deux cotés. Par quotient (régle des signes,
numérateur négatif) : 91513% h(z) = JIEILI%’ h(z) = —o0. Malo
z>3 z<3
a tort : les deux limites valent —oo. La droite

d’équation © = 3 est asymptote verticale a Cp,.

@ En +o0, h(z) =

». On factorise par les termes dominants : pour = # 0,
1

h(z) = z(1-2) _ _ 32

w2(17§+;%) w(17£+f2-)

1-2z : £ S o)
5.5 est une forme indéterminée « &2

. Le numérateur tend vers

—2 et le dénominateur vers +00 (en +00) ou —oo (en

—o00). Par quotient, lim h(z) = lim h(z)=0:la
T—+00 T——00

droite d’équation y = 0 (axe des abscisses) est

asymptote horizontale a Cp, en +00 et en —oo.

@ On étudie le signe de h(z) — 0 = (m 3)2 Comme

(z —3)% > 0,il alesigne de 1 — 2z, qui est positif si
T < 1 et négatifsiz > 1. Sur | — co; 1[, Cj est au-
dessus de I’axe des abscisses. Sur |1 ; 3] et sur |3 ; 400/,
elle est en dessous. Comme h(3) = 0, elle coupe son

asymptote au point de coordonnées (% ;0).
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(suite)
@ /T n’existe que pour = > 0, et x = 0 est interdit : k
n’est définie que pour x > 0, donc «z — 0~ » n’a pas de
sens. En 07, le numérateur tend vers —4 < 0 et

v/ — 0. Par quotient (régle des signes) : lim k(z) =
0
—o0. La droite d’équation = 0 (axe des ordonnées) est

asymptote verticale a Cy.

4 4
@Pourx>0,‘fﬁ %_T \/E—%,car
T = /T X v/z. En +00, /T — +00 et, par quotient,

L — 0. Par somme, lim k(z) = +oco. La limite est
T—+00

z

infinie : C;, n’a pas d’asymptote horizontale en +oo.

a Limites en situation : interpréter
un comportement a long terme

(Ex. 33 BN
“+00

Automatismes : limites de modéles en

@ e %% — 0, donc 5e %% — 0 par produit. Par somme, la

limite vaut 12.

@ On a une forme indéterminée « 2 ». Pour ¢ > 0: % =
8—+fﬁ Par quotient, la limite vaut & =4
=g q , 5 .

(c) et —0,doncl+4e?

somme. Par quotient, la limite vaut 300.

— 1 par produit puis par

t+6 — +oo, donc 2 H—G — 0 par quotient. Par somme, la

limite vaut 20.

On a une forme indéterminée « Q ». Pourt > 0:

2 6+%
gfs?ﬁ =3 +1 Par quotient, la limite vaut ¢ = 2.

© o 6

e 3 — 0,donc 1 — e 3 — 1 par somme. Par produit, la

limite vaut 7.

On a une forme indéterminée « = 2. Pourt >0: tzfg =

; X :}Z— Le premier facteur tend vers 0 et le second
t

vers 1. Par produit, la limite vaut 0.

CEx. 31

contexte

Automatismes : vrai ou faux en

@ Faux. Comme t > 0, seule la limite en 400 a un sens.
e %4 — 0, donc par produit puis par somme, C(t) — 2
: 2 long terme, la concentration se rapproche de 2

mg/L.

@ Faux. m(t) — 9 = — 5. Ce nombre est strictement
négatif, car t + 2 > 0.
Donc m(t) < 9 pour tout ¢ : la masse se rapproche de 9

g sans jamais ’atteindre.

(suite)

@ Vrai. On a une forme indéterminée « 2 ». Pourt > 0:
p(t) =7 +3 , qui tend vers 5 par quotient. Or 5 milliers

= 5000 abonnés.

@ Faux. 80 “C est la température de départ : T'(0) = 80.

~0.1t _ 0, par produit puis par somme,

Comme e
T(t) — 20. Le café refroidit et sa température se

rapproche de 20 °C, celle de la piece.

@ Faux. On a une forme indéterminée « = ». Pour ¢ > 0 :

q(t) = @ X H—J_, qui tend vers 0 x 1 = 0 par produit.

La quantité tend vers 0 mg.

%% - Coiit moyen dans un atelier de
céramique

@ Pour:c>0:CM(:n):%+8§+5§2—0:0,02$+8+

500
00

@ 0,02z + 8 — 8. Le numérateur 500 est positif et
z — 0", donc 22 — 400 par quotient. Par somme,
Cu(z) = +o0. Avec treés peu de bols, les 500 € de frais
fixes pésent sur chaque bol : le colit moyen devient

énorme.

@ 002w—>+ooet8+w —>8.Parsomme
Cu(z) — +oc. Lina a tort : le terme 22 tend bien vers
0, mais le terme 0,02z fait grandir le cout moyen sans
limite quand la production augmente.
%% - Des chamois dans une réserve :
conjecturer puis démontrer
@ Les valeurs se rapprochent de 900 quand ¢ devient

grand. On conjecture : lim N(¢) = 900.
t—-+o0

@ On a une forme indéterminée « 2 ». Pourt > 0 :
N(t) = 900+ . Par quotient, N (t) — 900. A long
terme, l’effectlf se stabilise autour de 900 chamois.

0. Sur cet
intervalle, t 4+ 4 > 4 > 0 : il n’y a donc pas de valeur

@ Non. Le mod¢le ne concerne que ¢t >

interdite. Seule la limite en +00 a un sens.

900¢+200—900(t+4) _  —3400
(@ N(t) - 900 = 0900(tH) — —30 Comme

t + 4 > 0, ce nombre est strictement négatif.
Donc N(t) < 900 pour tout t > 0 : effectif se

rapproche de 900 chamois sans jamais les atteindre.

%% ' Régler une vitesse limite

@ On a une forme indéterminée « 2 ». Pourt > 0:

v(t) = 4+_ . Par quotient, v(t) — 4.

@ Il faut ¢ = 12, donc a = 48. Avec ce choix, la vitesse de

la bille se rapproche de 12 cm/s a long terme.
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(suite)

@ 4t +1> 0,donc 3335 > 11 <= 48t > 44t + 11
t > 2,75. La vitesse dépasse 11 cm/s aprés 2,75
secondes.

%% ' Chlore dans une piscine : comparer
deux modeles

(®) Ca(0) =1,5+2x 1=35et Cp(0) =
deux modeles partent de 3,5 mg/L.

I=35.Les

@ e 93t — 0, donc 2793 — 0 par produit. Par somme,
Ca(t) — 1,5. Selon Malik, la concentration se

rapproche de 1,5 mg/L a long terme.

@ On a une forme indéterminée « 2 ». Pourt > 0:
Cg(t) = 2+z Par quotient, CB( ) — 2. Selon Ings, la

concentration se rapproche de 2 mg/L a long terme.

@ Modgle A : la limite 1,5 est inférieure a 1,8, donc C4(t)
finit par passer sous 1,8 mg/L. Modéle B : Cp(t) — 2 =
%gt—”z = 503 +2 Ce nombre est strictement positif,
donc Cp(t) > 2 > 1,8 pour tout t. Seul le modele de
Malik prévoit une concentration sous 1,8 mg/L.

%% % Un yaourt au réfrigérateur : quelle
température a long terme ?

@ T(0) = 020 — % — 30. Quand Yanis le met au

réfrigérateur, le yaourt est a 30 °C.

@ En +o00, 4t + 90 — +o0o et t + 3 — 400 : c’est la forme

indéterminée « 2 ». On factorise par le terme

x
dominant : pour t > 0, T'(t) = %L)) = 4;3 . Comme

9_t0 —0et % — 0, par somme le numérateur tend vers 4

et le dénominateur vers 1. Par quotient, lim T'(t) = 4.
t—-+oo

La droite y = 4 est asymptote horizontale a la courbe

en 400 : a long terme, la température du yaourt se

rapproche de 4 “C.

(O T(t) — 4= 2201403 _ 18 Pourt >0,0nat+3>0
et 78 > 0, donc T'(t)

—4 > 0:lacourbe de T est
toujours au-dessus de son asymptote y = 4.

@ Non. D’apres la question précédente, T'(t) — 4 = ; +3 >
0 pour tout ¢ > 0, donc T'(t) > 4 : la température

s’approche de 4 °C sans jamais I’atteindre. Une limite

n’est pas une valeur atteinte.
78
@T(t)<5 — T(t)—4<1 = {5<1 < WL

t + 3 (on peut multiplier par t + 3 > 0) < t > 75.

Le yaourt se déguste a partir de 75 minutes.

* %% Dépolluer les rejets d’une usine
@ C(0) = g5 = 0 et C(80) = {555 = “55° = 200.

Eliminer 80 % du polluant coiite 200 milliers d’euros,

soit 200 000 €.

@ Pour p < 100, on a 100 — p > 0 : quand p tend vers 100
par valeurs inférieures, 100 — p — 0". Le numérateur
tend vers 50 x 100 = 5000, un réel non nul et positif.
Par quotient («réel positif sur 07 »), ml%o C(p) = +o0

<100
La droite d’équation p = 100 est asymptote verticale a

la courbe de C. En contexte : plus on veut s’approcher
d’une dépollution totale, plus le colit devient grand,
sans limite. Eliminer 100 % du polluant est impossible &

colt fini.

@ Non. C n’est définie que pour 0 < p < 100 : un
pourcentage éliminé ne dépasse pas 100. Les valeurs
p > 100 et la limite en +o0o0 n’ont pas de sens ici. Seule

la limite en 100 par valeurs inférieures compte.

5000 —50(100—p)+5000 __ —5000-+50p+5000
@ —50 + 100—p ( 1002 = 1007]; =
15)(())pp = C(p). Quand p augmente sur [0; 100[, 100 — p

5000
100—

diminue en restant strictement positif, donc

augmente : C' est croissante sur [0; 100].

p | o | 100
Cp) [0, 7| +ooll

@ C(p) < 450 < 50p < 450(100 — p) (on multiplie par
100 — p > 0) <= 50p < 45000 — 450p <= 500p <
45000 <= p <

peut éliminer au maximum 90 % du polluant.

90. Avec 450 milliers d’euros, ['usine
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