Terminale maths expertes / Graphes et chaines de

Markov — corrigé

benprof
particulier.fr

Sommets, arétes, degrés et lemme

Cex s B

@ L’ordre est le nombre de sommets : A, B, C, D, E, F.

L’ordre vaut 6, et non 8 : 8 est le nombre d’arétes.

des poignées de main

Lire un graphe avec une boucle

@ On compte les 7 arétes entre deux sommets distincts,

plus la boucle : G possede 8 arétes.
@ Les voisins de B sont A, C et D : d(B) = 3.

@ L’aréte E—F compte pour 1 et la boucle compte pour 2 :
d(F)=1+2=3.

(© d(4) +d(B) +d(C) +d(D) + d(B) +d(F) =2+ 3 +
3+2+3+3=16,et2 x 8 =16:la somme des degrés

vaut bien deux fois le nombre d’arétes.

@ Les sommets de degré impair sont B, C, E et F.Ily en

a 4, et c’est bien un nombre pair.

e B

@ Kg a 6 >2< 5 = 15 arétes.

Calculs directs avec le lemme

@ Dans K4, chaque sommet est relié aux 3 autres : son

degré vaut 4 — 1 = 3.

@ La somme des degrés vaut 6 x 3 = 18 = 2m, donc m =

9 arétes.

@ La somme desdegrésvaut 1 +2+2+3+4 =12 =2m

, donc m = 6 arétes.

@ Un sommet a au plus 5 voisins, les autres sommets, sans
boucle ni aréte multiple : le degré maximal vaut
6—-1=5.

@ On cherche n tel que @ =10, soit n(n — 1) =

20 = 5 x 4 : Pordre vaut 5.

%% - Ce graphe existe-t-il ?
@ La somme des degrés vaut 3+ 3 +3+2+ 2 =13,
impaire. Or elle devrait valoir 2m, un nombre pair : ce
graphe n’existe pas. On peut aussi le voir ainsi : il y

aurait 3 sommets de degré impair, un nombre impair.

@ La somme vaut 14 = 2 x 7. On nomme les sommets A
(degré 5), B (degré 3), C, D (degré 2), E, F (degré 1).
Arétes: A-B, A-C, A-D, A-E, A-F, B-C, B-D. On
vérifie les degrés, et on trouve bien 7 arétes : ce graphe

existe.

(suite)
@ Lasomme vaut 6 +3+3+2+ 1+ 1 =16, elle est
paire. Mais dans un graphe simple d’ordre 6, un
sommet a au plus 6 — 1 = 5 voisins. Le degré 6 est donc

impossible : ce graphe simple n’existe pas.

@ La somme vaut 14, elle est paire, et tous les degrés sont
au plus 4. Mais les trois sommets de degré 4 sont reliés a
tous les autres sommets. Chacun des deux derniers
sommets aurait donc au moins 3 voisins, et non 1 : ce

graphe simple n’existe pas.
%% Poignées de main 4 Rennes

@ Les sommets sont les 5 personnes, et une aréte relie
deux personnes qui se sont serré la main. Il n’y a pas de
boucle (personne ne se serre la main a soi-méme) ni
d’aréte multiple (au plus une poignée de main par

paire) : le graphe est simple, d’ordre 5.

@ Si c’était le cas, la somme des degrés vaudrait
5 x 3 = 15, un nombre impair. Or, d’apres le lemme des
poignées de main, elle vaut 2m, un nombre pair. Inés a

tort.

@ La somme des degrés vaut 4 + 4 x 3 = 16 = 2m, donc

m = 8. Il y a eu 8 poignées de main.

@ Le graphe est simple et d’ordre 5 : une personne a au
plus 5 — 1 = 4 voisins. Elle a donc serré au plus 4

mains. Hugo a tort.

@ D’apres le lemme des poignées de main, la somme des
degrés vaut 2m, un nombre pair. La somme des degrés
pairs est paire, donc la somme des degrés impairs est
paire aussi. Or une somme de nombres impairs est paire
seulement s’il y a un nombre pair de termes. Le nombre
de personnes ayant serré un nombre impair de mains

est donc pair.

%* %% Deux sommets de méme degré

@ Dans un graphe simple, le degré d’'un sommet est son
nombre de voisins. Un sommet n’est pas voisin de lui-
méme (pas de boucle) et il a au plus une aréte vers
chacun des n — 1 autres sommets (pas d’aréte

multiple). Il a donc entre 0 et n — 1 voisins :
0<d(s)<n-—1.
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(suite)

@ Supposons qu'un sommet u soit de degré n — 1 : il est
alors voisin des n — 1 autres sommets. Tout autre
sommet v est donc voisin de u, d’olt d(v) > 1. Ainsi,
aucun sommet n’est isolé. Conclusion : G ne peut pas
avoir 2 la fois un sommet de degré 0 et un sommet de

degrén — 1.

@ D’apres la question 1, les degrés prennent leurs valeurs
dans {0,1,...,n — 1}, qui contient n valeurs. D’aprés
la question 2, les valeurs 0 et » — 1 ne sont pas atteintes
toutes les deux. Les degrés prennent donc au plus n — 1
valeurs distinctes pour n sommets. Par le principe des

tiroirs, au moins deux sommets ont le méme degré.

@ Les sommets sont les 6 joueurs, et une aréte relie deux
joueurs qui se sont affrontés. Il n’y a pas de boucle
(personne ne joue contre soi-méme) ni d’aréte multiple
(au plus un match par paire) : le graphe est simple,
d’ordre 6. Le degré d’un joueur est son nombre
d’adversaires, compris entre 0 et 6 — 1 = 5. D’aprées la
question 3, deux joueurs au moins ont eu le méme

nombre d’adversaires.

@ Par exemple : A-D, B-D, C-D, B-C. On obtient
d(A) =1,d(B) =2,d(C) =2et d(D) = 3. Contrdle :
1+2+2+3=8=2x4,soit 4 arétes. Seuls B et C'

ont le méme degré, ce qui répond a la question.

%% % Cabler un centre de données

@ Les sommets sont les 7 serveurs, et une aréte relie deux
serveurs reliés par un cable. Il n’y a ni boucle ni aréte
multiple, donc le graphe est simple et d’ordre 7. Le
degré d’un serveur est k. Dans un graphe simple d’ordre

7, un sommet a au plus 7 — 1 = 6 voisins, donc k < 6.

@ Soit m le nombre de cibles. Les 7 sommets sont tous de
degré k, donc, d’apres le lemme des poignées de main,
Tk = 2m. Ainsi 7k est pair. Comme 7 est impair, k est
pair. On a donc k € {2;4;6}. Par exemple, k = 3 est

impossible, car 7 x 3 = 21 est impair.

(©) Pourk = 4:2m =7 x 4 = 28, d’olt m = 14 cébles.
Pour k£ = 6 = 7 — 1, chaque serveur est relié¢ a tous les
autres : on obtient le graphe complet K7, qui a % =

21 cébles.

(suite)

@ Lesindicesi+ 1,7+ 2,7 — 1 et i — 2 sont deux a deux
distincts modulo 7 : leurs différences valent 1, 2, 3 ou 4,
qui ne sont pas multiples de 7. Aucun d’eux n’est
congru a i, donc il n’y a pas de boucle. De plus, la
relation est symétrique:sij =i+ 1ouj =1+ 2, alors
i=jFloui=jF2,donc un méme cable est vu des
deux cdtés. Chaque serveur est ainsi relié a exactement
4 autres serveurs, avec % = 14 céables : 7 du type

SiSi+1 et 7 du type SiSi+2. Le réseau convient.

@ Une boucle compte pour 2 dans le degré, donc
d(Sp) =4+ 2 =6, et non 5. La somme des degrés passe
de 28 2428 + 2 = 30 = 2 x 15, ce qui correspond & 15
cibles. Elle reste paire, comme le veut le lemme des
poignées de main. Sacha se trompe deux fois.
%% %* Reconstituer un graphe a partir
d’indices
@ L’ordre d’un graphe est son nombre de sommets, et non
son nombre d’arétes. G a 6 sommets, donc il est d’ordre

6. Lina a tort : 10 est le nombre d’arétes.

@ D’apres le lemme des poignées de main, la somme des
degrés vaut 2 x 10 = 20. En posant ¢ = d(C) = d(D),
on obtient 5 +4 4+ 2¢c+ 2 + 1 = 20, donc 2¢c = 8 et
d(C) =d(D) = 4.

@ G est simple et d’ordre 6, donc un sommet a au plus
6 — 1 = 5 voisins. Comme d(A) = 5, A est voisin des 5
autres sommets. En particulier, F' est voisin de A.

Comme d(F) = 1, ’unique voisin de F est A.

@ B n’est voisin ni de lui-méme ni de F', car le seul voisin
de F est A. Ses voisins possibles sont donc A, C, D et
E. Comme d(B) =4, Best voisinde A,C, Det E.
Alors F est voisin de A et de B, et d(E) = 2 : E n’a pas
d’autre voisin, en particulier pas C'. Les voisins
possibles de C sont donc A, B et D, soit au plus 3, alors
qu’il faudrait d(C') = 4. C’est une contradiction : G
n’existe pas, bien que la somme des degrés, 20, soit

paire.

@ La somme des degrés vaut 2 x 9 = 18, donc 5 + 4 +
2c+2+1=18,dot 2c =6et d(C) =d(D) =3.Un
exemple de graphe : A-B, A-C, A-D, A-E, A-F, B—
C, B-D, B-E, C-D. On vérifie les degrés : d(A) = 5,
d(B) =4,d(C) =3,d(D) =3,d(E) =2,d(F) = 1.
Leur somme vaut 18 = 2 x 9. Le graphe G’ est simple et

convient.
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Graphes orientés, chaines, cycles
et connexité

*
@ Arcs qui partent de C: C — Aet C — D, donc le

demi-degré sortant vaut 2. Arcs qui arrivent en C' :

Rues a sens unique

B — C et E — C, donc le demi-degré entrant vaut 2.

@ Demi-degrés sortants: A:1,B:1,C:2,D:1,E: 1.
Somme:1+4+1+2+1+1=6.C’est le nombre d’arcs,

car chaque arc part d’un seul sommet.

@ Le seul arc qui sort de A va vers B, le seul qui sort de B
va vers C, et C' méne seulement 2 A ou D. Aucun
chemin de longueur 1, 2 ou 3 n’atteint donc E. Le
chemin A — B — C — D — FE est le plus court, de

longueur 4.

@ L’arc E — A n’existe pas, mais E — C — A est un
chemin. Le plus court chemin de E vers A a donc une
longueur 2, alors que celui de A vers F a une longueur 4

: on ne parcourt les arcs que dans leur sens.

@ Le chemin revient a C, et ses six arcs C — D, D — E,
E—C,C— A, A— B, B — C existent et sont tous
différents. C’est donc un cycle, méme s’il repasse par C.
Sa longueur est 6 : on compte les arcs, pas les 7

sommets écrits.

CEx.0 I

@ Le graphe a 6 sommets : son ordre est 6. Degrés : F': 2,
G:3,H:2,1:3,J:3,K:1. Vérification:2+3+2+
3+3+1=14=2xT.

Sentiers entre refuges

@ La chaine emprunte les arétes K-I, I-J, J-G, G-F : sa
longueur est 4

(elle a 5 sommets, mais on compte les arétes).

@ Le seul voisin de K est I, et I n’est pas adjacent a F':
aucune chaine de longueur 1 ou 2 nerelie K a F. K—I—

J—F a une longueur 3, donc la distance entre K et F' est

3.

@ H-J n’est pas une aréte, mais H—I—-J est une chaine de

longueur 2. La distance entre H et J est 2.

@ F-G—-J-F est fermée et emprunte trois arétes
différentes (F-G, G—J, J-F) : c’est un cycle de
longueur 3. En revanche, F—G—F emprunte deux fois

Paréte F'—G : ce n’est pas un cycle.

%%  Unréseau social en morceaux

@ Non. Un graphe connexe d’ordre 7 a au moins 6 arétes,
mais la réciproque est fausse. Ici, G n’a aucune aréte
(degré 0) : aucune chaine ne relie G a A, donc le graphe

n’est pas connexe.

@ A, B, C sont reliés entre eux (A-B, A-C), de méme
que D, E, F (D-E, D-F). Aucune aréte ne relie
{A,B,C} ni{D, E, F} a un autre sommet, et G est
isolé. Il y a donc 3 groupes : {4, B,C}, {D,E,F} et
{G}.

@ Faux. Avec C-D, les sommets A, B, C, D, E, F sont
reliés entre eux. Mais G reste isolé : aucune chaine ne

relie G a A. Le graphe n’est toujours pas connexe.

@ Une aréte ajoutée relie au plus deux groupes : elle fait
baisser le nombre de groupes d’au plus 1. Pour passer
de 3 groupes a 1, il faut donc au moins 2 arétes. Avec C
—-D et F-G, chaque sommet est relié a A : le graphe

devient connexe. Le minimum est donc 2 arétes.

%% Le tramway de Brest
@ On relie chaque sommet a H : G-H, M-H,U-H, P-M
—H, S-U-H. Deux sommets quelconques sont donc
reliés par une chaine passant par H : le graphe est

connexe.

@ La distance est la longueur de la plus courte chaine, pas
d’une chaine quelconque. Le seul voisin de G est H,
dont les voisins G, M, U sont différents de S : aucune
chaine de longueur 1 ou 2 ne relie G a S. Or G-H-U-S
a une longueur 3.

Donc la distance entre G et S vaut 3.

@ Plus grande distance depuis chaque sommet : G : 3 (en
PetenS);H:2(H-M-P,H-U-S); M :2(en G et
enS);P:3(enG);S:3(enG) ;U :2 (en G et en P).
La plus grande distance entre deux sommets est 3 : le

diameétre vaut 3.

@ Seules les paires G—P et G—S étaient a distance 3.
Maintenant, d(G, S) = 1 et G-S—P donne d(G, P) = 2.
Ajouter une aréte ne fait augmenter aucune distance.
Mais G et M ne sont pas adjacents, donc d(G, M) = 2.

Le nouveau diametre vaut 2.
%% % Pistes cyclables a Tours
@ A-C, C-D, D-F, F-G sont des arétes : A-C-D-F-G
est une chaine de longueur 4. A-B, B-C, C-D, D-E,
E-F, F-G sont des arétes : A—-B—-C—D-E-F-G est une
chaine de longueur 6

(elle a 7 sommets, mais on compte les arétes).
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(suite)
@ Les voisins de A sont B et C' (distance 1). Le seul
nouveau sommet adjacent & B ou a C est D (distance
2). Les nouveaux voisins de D sont F et F' (distance 3).
Le seul voisin de G est F', donc G n’est atteint qu’a
I’étape suivante. Aucune chaine de longueur 1, 2 ou 3
ne relie A a G, et la chaine A-C-D-F-G a une

longueur 4. La distance entre A et G est donc 4.

@ On fait le méme raisonnement depuis chaque sommet.
Depuis A : 4 (atteinte en G). Depuis B : 4 (atteinte en
G, car B joue le méme rdle que A). Depuis C : A, B, D
al,E,Fa2 Ga3,donc3.DepuisD:C,E, Fal, A,
B,Ga2,donc2.Depuis E: D, Fal,C,Ga2, A, Ba
3,donc 3. Depuis FF': D, E,Gal,Ca2 A, Ba3,donc
3. Depuis G : 4 (atteinte en A et en B). Le diametre est

la plus grande de ces distances, il vaut donc 4.

@ On ajoute par exemple la piste A—G. Plus grande
distance depuis chaque sommet : depuis 4, 3 (en E) ;
depuis B, 3 (en E et en F, car B-A-G-F et B-C—D-
E) ; depuis C, 2 ; depuis D, 2 ; depuis E, 3 ; depuis F, 3
(en B) ; depuis G, 2 (G-A-B, G-A-C, G-F-D, G-F-
E). Toutes les distances valent au plus 3, donc le
nouveau graphe a un diameétre au plus égal a 3. La piste

C—-@G convient aussi.

% %% Tapis roulants a I’aéroport de Nantes
@ A—B,B—~C,C— D,D — E,E — F sont des arcs,
doncA—+ B — C — D — E — F est un chemin de 4

vers F'. Il emprunte 5 arcs : sa longueur est 5.

@ Non. Les seuls arcs qui partent de D, E ou F sont
D~ E,E— FetF — D:ils arrivent tous dans
{D, E, F}. Depuis F, on ne peut donc atteindre que D,
E et F. Il n’existe aucun chemin de F vers A. Dans un

graphe orienté, un arc ne se parcourt que dans son sens.

@ Depuis B, le seul arc sortant est B — C. Depuis C, on
vaen A ouen D. Depuis D, le seul arc sortant est
D — E,puis E — F'. Le plus court chemin est
B —-C — D — E — F,delongueur 4. Il n’y a pas
d’arc E — D :’arc D — E ne se parcourt que de D
vers E. Le seul arc qui part de E est E — F, puis
F — D. Le plus court chemin de E vers D est donc
E — F — D, de longueur 2.

(suite)

@ Aucun arcne vade {D, E, F} vers {A, B,C}, il faut

donc en ajouter un. On ajoute par exemple F' — A.
Alors A+ B —-C - D — E — F — Aest un chemin
fermé qui passe par les six zones. Depuis n’importe
quelle zone, on suit ce chemin jusqu’a la zone voulue.
Chaque zone peut donc atteindre toutes les autres.

Tout arc de D, E ou F vers A, B ou C convient aussi.

Soit un chemin d’un sommet X # G vers G. Ce chemin
a une longueur au moins 1. Son dernier arc est donc un
arc Y — G qui arrive en G. Le demi-degré entrant de G
serait alors au moins 1, ce qui contredit I’hypothése.

Aucun chemin ne méne donc d’un autre sommet a G.

% %% Les salles d’un musée a Toulouse
@ Le seul voisin de V" est N. Un cycle qui passerait par V

y arriverait et en repartirait par deux arétes distinctes :
c’est impossible, car V n’en a qu'une. Aucun cycle
n’emprunte donc N-V. Comme W n’a aucune aréte, un
cycle utilise au plus les 6 autres arétes. Or K—L-N-K—
H-J-K est fermée et emprunte ces 6 arétes une seule
fois : ¢’est un cycle (repasser par K est permis). La plus

grande longueur d’un cycle est donc 6.

W n’apparait dans aucune aréte : c’est un sommet
isolé. Aucune chaine ne relie W a H, donc le graphe
n’est pas connexe. Les arétes K—-H, K—J, K-L, K-N
et la chaine K—N-V montrent que H, J, L, N, V sont

reliées a K : ce sont toutes les salles sauf W.

Les 7 portes relient toutes des salles parmi H, J, K, L,
N, V. Un graphe connexe d’ordre 6 a au moins 6 — 1 =
5 arétes, donc on ne peut pas fermer plusde 7 — 5 = 2
portes. On peut en fermer 2, par exemple H-J et K—L.
Il reste H-K, J-K, K—N, L-N, N-V, et chaque salle
restereli¢ea K : H-K, J-K, N-K, L-N-K,V-N-K.

Le musée peut donc fermer au maximum 2 portes.

Si W est relié a la seule salle X, toute chaine qui part de
W commence par W-X.

Donc d(W,Y) =1+ d(X,Y) pour toute salle Y # X.
Plus grande distance depuis chaque salle (sans W) : K :
2(enV);L:2(L-K-H,L-K-J,L-N-V); N :2 (en
HetenJ); HetJ:3 (enV, car le seul voisin de V est
N, quin’est adjacent nia Hnia J);V :3 (en H). Il
faut donc relier W a K, a L oua N. La plus grande
distance entre W et une autre salle vaut alors
14+2=3.

benprofparticulier.fr - 4



a ( Chaines et cycles eulériens )

[ Ex.15 R

@ Le graphe a 6 sommets : il est d’ordre 6. Il a 8 arétes.

® d(P) = 2,d(Q) = 3,d(R) = 3,d(S) = 4,d(T) = 2,
d(U) =2.

Les allées d’un jardin a Nantes

@2+3+3+4+2+2:16:2><8:1asommedes

degrés vaut bien deux fois le nombre d’arétes.

@ La chaine P-Q—-S-T-U et laréte P—R relient P a tous
les autres sommets. Deux sommets quelconques sont
donc reliés par une chaine qui passe par P : le graphe

est connexe.

@ Deux sommets sont de degré impair : @) et R. Le graphe
est connexe, donc d’apres le théoréme d’Euler il admet
une chaine eulérienne non fermée, d’extrémités @ et R.

Il n’admet pas de cycle eulérien.

@ Non. Une chaine eulérienne a pour extrémités les deux
sommets de degré impair, @ et R. Elle doit donc partir

de @ ou de R, et pas de S, qui est de degré 4.

Par exemple Q—P-R-Q—-S-T-U-S—-R. Elle emprunte
Q-P, P-R, R-Q, Q-S,5-T,T-U,U-S, S—R : ce sont

les 8 arétes, chacune une fois.

[ Ex.16 B

@ Le graphe est connexe et tous ses degrés sont pairs :

Cycle, chaine ou rien ?

d’apres le théoreme d’Euler, il admet un cycle eulérien.
Ila w = 7 arétes, donc le cycle est de

longueur 7.

@ Le graphe est connexe et a exactement deux sommets
de degré impair : ceux de degré 3. D’apres le théoreme
d’Euler, il n’a pas de cycle eulérien, mais il admet une
chaine eulérienne qui va de I’'un de ces deux sommets a

2434244424342
2

lautre. Il a = 9 arétes : la chaine est

de longueur 9.

@ La chaine V-W-X-Y-Z passe par tous les sommets :
le graphe est connexe. d(V) = 2, d(W) = 2,d(X) = 4,
d(Y) =2,d(Z) = 2 : tous les degrés sont pairs. D’aprés
le théoreme d’Euler, il admet un cycle eulérien, par
exemple V-W-X-Y-Z-X-V, qui emprunte les 6

arétes une fois chacune.

@ Tous les degrés valent 2, mais le graphe n’est pas

connexe : aucune chaine ne passe d’un triangle a ’autre.

Le théoréme d’Euler ne s’applique pas, et le graphe

n’admet ni cycle ni chaine eulérienne.

(suite)

@ Le graphe est connexe : A-B—C—D passe par tous les
sommets. d(A) = 1,d(B) =3,d(C) =2,d(D) =2:
exactement deux sommets impairs, A et B. Il admet
une chaine eulérienne de A a B, par exemple A-B-C-D

—B, qui emprunte les 4 arétes.

@ Les sommets de degré impair sont les quatre sommets
de degré 3. Le graphe est connexe et a 4 sommets
impairs : d’apres le théoréme d’Euler, il n’admet ni

cycle ni chaine eulérienne.

%% ' Les pistes cyclables d’Annecy

@ Un cycle eulérien emprunte chaque aréte une fois, pas
seulement chaque sommet. Le parcours de Malo
n’emprunte que 6 des 8 pistes : il oublie B—-C et D-E.

Ce n’est donc pas un cycle eulérien.

@ Le graphe est connexe : la chaine A-B-D-F-E-C
passe par tous les sommets. d(4) = 2, d(B) = 3,
d(C) =3,d(D) =3,d(E) = 3,d(F) = 2.Tlya4
sommets de degré impair (B, C, D, E), donc le réseau

n’admet aucune chaine eulérienne.

@ La nouvelle piste ajoute 1 au degré de B et a celui de E
:d(B) = 4 et d(E) = 4. Le graphe reste connexe et
seuls C et D sont de degré impair. D’apres le théoréme
d’Euler, le nouveau réseau admet une chaine eulérienne
d’extrémités C et D.

(d) Par exemple C—A-B-C~E-B-D-E-F-D. Elle
emprunte C-A, A-B, B-C,C-E, E-B, B-D, D-E, E

—F, F-D : ce sont les 9 pistes, chacune une fois.

@ Une piste change la parité du degré de ses deux
extrémités seulement. Avec 4 sommets impairs au
départ, il en reste donc au moins 2 : une seule piste ne
suffit pas. Deux pistes suffisent, par exemple B—F et C
-D : tous les degrés deviennent pairs (2, 4, 4, 4, 4, 2)
dans un graphe connexe. Il faut donc créer au minimum

2 pistes.

%% Latournée d’Inés a Colmar

@ La chaine L-M—-R—-O—-S—N passe par tous les
sommets : le graphe est connexe. d(L) = 2, d(M) = 4,
d(N)=4,d(0) =4,d(R) = 2,d(S) = 2.

@ Oui. Le graphe est connexe et tous ses sommets sont de
degré pair : d’apres le théoreme d’Euler, il admet un
cycle eulérien. Ce cycle passe par L, donc In¢s peut le

commencer et le finir en L.
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(suite)
(©) Par exemple L-M-R-O-M-N-O-S-N-L.1l
emprunte L-M, M-R, R-O, O-M, M-N, N-O, O-S,
S—N, N—L : ce sont les 9 rues, chacune une fois, et il

revient en L.

@ Sans larue M-N,onad(M) =3et d(N) = 3, les
autres degrés ne changent pas. Le graphe reste connexe
(la chaine L-M—-R-O-S—N n’utilise pas M-N). Il a
exactement deux sommets impairs, M et N : la chaine
eulérienne va de M a N. Elle ne peut pas partir de L,

donc Inés ne peut pas partir de la poste.

@ Inés doit partir de M (ou de N). Par exemple M—L-N—
O-M-R-0O-S-N. Ce parcours emprunte M—L, L-N,
N-O,O-M, M-R, R-O, O-S, S—N : les 8 rues

ouvertes, chacune une fois.

% %% Les portes d’un musée a4 Lyon
@ La chaine A—-B—E—F-D-C passe par les six sommets :

deux sommets quelconques sont reliés par une partie de
cette chaine, donc le graphe est connexe. Degrés :
d(A) =3,d(B) =3,d(C) =4,d(D) =3,d(E) = 2,
d(F') = 3 (somme 18 = 2 X 9, on a bien 9 arétes). Le
graphe est connexe et a quatre sommets de degré
impair, A, B, D et F. D’aprés le théoréme d’Euler, il
n’a ni cycle ni chaine eulérienne : aucun visiteur ne peut

franchir chaque porte une fois et une seule.

@ Ajouter une aréte change la parité du degré de ses deux
extrémités, et d’elles seules. Si les deux salles sont
paires, on passe a 6 sommets impairs. Si l’une est paire
et 'autre impaire, il en reste 4. Pour descendre a 2, il
faut deux sommets impairs : la porte relie deux salles
parmi A, B, D, F. Or A-B, A-D et D-F existent déja.
Il reste trois choix : A—F, B—D ou B—F'. Le graphe
reste connexe, donc chacun de ces choix permet une

chaine eulérienne.

@ Avec B-D,onad(B) =4etd(D) =4:seuls Aet F
restent de degré impair. Le graphe est connexe : il
existe donc une chaine eulérienne, qui part
obligatoirement de I'un de ces deux sommets et finit a
lautre. Par exemple A-B-E-F-D-B-C-A-D-C-F.
Elle emprunte A-B, B-E, E-F, F-D, D-B, B-C, C—
A, A-D, D-C et C—F, soit les 10 portes, chacune une

fois. Le parcours part de A et arrive en F'.

(suite)

@ Pour obtenir un cycle eulérien, il faut que les quatre

sommets impairs A, B, D, F deviennent pairs : les deux
portes doivent les regrouper deux par deux. Avec des
salles qui ne communiquent pas encore, le seul choix est
A-F et B-D (car A-B, D-F et A-D existent déja). Le
graphe est alors connexe et tous ses degrés sont pairs : il
admet un cycle eulérien, et on peut le faire partir de
n’importe quel sommet, E compris. Par exemple E—F—
D-B-C-A-D-C-F-A-B-FE, qui emprunte les 11

portes une fois chacune. Zoé a raison.

% %% Graphes complets et parité

@ Chaque sommet est adjacent aux n — 1 autres : il est de

degré n — 1. D’apres le lemme des poignées de main, la

somme des degrés vaut deux fois le nombre d’arétes :
n(n—1)
2

n(n — 1) = 2m, donc m = . Par exemple, K5 a

10 arétes et K¢ en a 15.

K, est connexe. Sin est impair, tous les sommets ont le
degré pairn — 1 : il y a 0 sommet impair, donc un cycle
eulérien d’apres le théoréme d’Euler. Si n est pair, les n
sommets sont tous impairs. Comme n > 4, cela fait au
moins 4 sommets impairs : ni cycle ni chaine eulérienne.
Et quand n est impair, il y a 0 sommet impair et non 2.
Donc, pour n > 3, K, n’a jamais de chaine eulérienne
non fermée. Il a un cycle eulérien si et seulement si n est

impair.

Par exemple 1-2-3-4-5-1-3-5—2—4-1. Il emprunte 1-2,
2-3, 34, 4-5,5-1, 1-3, 3-5, 5-2, 24 et 4-1. Ce sont 10
arétes distinctes : ce sont toutes les arétes de K5. Le
cycle revient a son départ 1, c’est donc un cycle

eulérien.

Dans Kg, les 6 sommets sont de degré 5, donc impairs.
Retirer une aréte change la parité de ses deux
extrémités seulement : il reste 4 sommets impairs, donc
aucune chaine eulérienne. Si ’on retire deux arétes qui
ont une extrémité commune, ce sommet change deux
fois de parité et reste impair : il reste encore 4 sommets
impairs. Il faut donc deux arétes sans extrémité
commune, par exemple 1-2 et 3—4. Alors 1, 2, 3, 4 sont
de degré 4 et 5, 6 de degré 5. Le graphe reste connexe,
car 5 est adjacent a tous les autres sommets. Il a
exactement deux sommets impairs : il admet une chaine

eulérienne de 5 a 6, de longueur 15 — 2 = 13.
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% %% Le chasse-neige de Briancon

@ Les degrés valent d(D) = d(E) = d(F) = 2,d(G) = 3,
d(H)=2,d(I) =3,d(J) =2:seuls G et I sont bien
impairs. Mais aucune rue ne relie un carrefour de
{D, E, F} aun carrefour de {G, H, I, J} : le graphe
n’est pas connexe. Le théoréme d’Euler ne s’applique
pas. Une chaine partie de G ne peut jamais emprunter
D-FE, par exemple. Il n’y a donc pas de chaine

eulérienne : Lucas a tort.

@ Chaque pont relie les deux parties, donc le graphe
devient connexe dans les deux cas. Ajouter une aréte
change la parité de ses deux extrémités seulement. Avec
E-G :d(E) = 3 et d(G) = 4, donc les sommets impairs
sont E et I. Il y en a exactement deux, donc il existe
une chaine eulérienne. Avec F—H : d(F) = 3 et
d(H) = 3, donc les sommets impairs sont F, G, H et I.
Il y en a quatre : ni chaine ni cycle eulérien. Il faut

rouvrir le pont E-G.

@ Apres réouverture de E-G, le graphe est connexe et a
exactement deux sommets impairs, E et I. Tous les
degrés ne sont pas pairs, donc il n’y a pas de cycle
eulérien. Une chaine eulérienne commence
obligatoirement en F ou en I. Or d(D) = 2 est pair,
donc D n’est pas une extrémité possible. Le chasse-

neige ne peut pas partir du dépot.

() Par exemple E-D-F-E-G-H-I-J-G-I. Tl emprunte
E-D, D-F,F-E, E-G,G-H,H-I, I-J, J-G et G-I,
soit 9 rues distinctes : les 8 rues et le pont. Il repasse
deux fois par F et par GG, ce qui est permis : seules les

arétes doivent étre empruntées une seule fois. C’est une

chaine eulérienne de E a I, de longueur 9.
n Matrice d’adjacence et chemins
comptés avec M"

CEx. 22

@ Le graphe a 5 sommets, donc il est d’ordre 5. I1 a 6

Les refuges de Gap

arétes.
@ 01100
1 01 10
M=1]11 01 0
01 1 01
0 00 10

@ Le graphe n’est pas orienté : une aréte i—j est aussi une
aréte j—i. On a donc m;; = my; pour tous i et j, ce qui

veut dire que M est symétrique.

(suite)
@ La ligne de D est (0110 1) et la somme de ses
coefficients vaut 3. C’est le degré de D : trois sentiers

partent du refuge D.

(&) (M2)1y=0x0+1x1+1x14+0x0+0x1=2.
D’apres le théoréme, il y a 2 chemins de longueur 2 de A
aD:A-B-Det A-C-D.

() (M3 =0x0+1x1+1x1+0x0+0x0=2.Ce
sont les allers-retours A-B—A et A-C—A. On retrouve
le degré de A, qui vaut 2.

Non. (M?);5 = 0 dit seulement qu’il n’existe aucun
chemin de longueur exactement 2 de A a E. Le chemin
A-B-D-E, de longueur 3, relie bien A a E.

[ Ex. 23 By
@ Les 7Tarcssont A— B,A— C,B — C,C — A,
C—D,D—BetD — D.

Sens uniques a Nantes

@ Onamis = 1maismy; =0:ilyaunarc A — Bet
aucun arc B — A. M n’est donc pas symétrique, alors

que la matrice d’un graphe non orienté 1’est toujours.

@ Un coefficient de la diagonale compte les boucles :
mys = 1 indique une boucle D — D, c’est-a-dire une rue

qui part de D et y revient.

@ La ligne de C est (1 00 1) et sa somme vaut 2 : le degré
sortant de C est 2
(arcs C — Aet C — D).

@ On fait chaque produit ligne par colonne et on obtient

1 011

1 0 01
2 _
M70211

0111

@ Non. M? se calcule ligne par colonne : ce n’est pas la
matrice des carrés des coefficients. Par exemple,

(M?)1; = 1 alors que my; = 0, donc M? # M.

(M?)32 = 2 : d’apres le théoréme, il y a 2 chemins de
longueur 2de C a B. Cesont C — A — B et
C—D— B.

%% ' Unréseau d’amis
@ Comme M? = M x M, laligne A de M? est la somme

des lignes de M des voisins de A, ici Bet C :
(101000)+(110100)=(211100).

@ La colonne E de M est (000101). Ona (M3)15 =2 x
0+1x0+1x0+1x1+0x0+0x1=1.Dapres
le théoréme, il y a un seul chemin de longueur 3 de A a
E: A-C-D-E.
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(suite)
@ Onams = 0et (M?);5 = 0 : il n’existe aucun chemin
de longueur 1 ni de longueur 2 de A a2 E. Comme
(M3)15 = 1 # 0, le plus petit n tel que (M™)15 # 0 est 3.

La distance entre A et F vaut donc 3.

@ En Python, les indices commencent a2 0 : A a I’indice 0
et E l'indice 4. Noé doit taper print(M3[0][4]), qui
affiche 1.

% % ' Triangles dans un club d’échecs

©) 01 1 1

. 1 01 0
Vral.OnaM = |, | 4 et (M%) =1x1+

1 01 0

0x0+1x1+40x0=2.Dapres le théoréeme, ily a 2
chemins de longueur 2de B a D : B-A-D et B-C-D.

@ Faux. La ligne A de M? est (312 1), donc (M?)}; =
3x0+1x1+2x1+1x1=4.Maischaque triangle
est parcouru dans les deux sens : A-B-C-A, A-C-B-
A, A-C-D-A et A—-D-C—-A. A appartient donc a 4 +
2 = 2 triangles.

@ Vrai. La diagonale de M? est (4 2 4 2), de somme 12.
Chaque triangle est compté 6 fois (trois sommets de
départ, deux sens), donc il y a 12 + 6 = 2 triangles :
ABC et ACD.

@ Faux. (M?);3 = 2 ne compte que les chemins de
longueur exactement 2 (A-B—C et A-D-C). Il faut y
ajouter m13 = 1, le chemin A-C de longueur 1. Il y a
donc 1 + 2 = 3 chemins de longueur au plus2de Aa C.

%% % Pistes cyclables de I’lle de Ré
@ Ordre A, B,C, D, E ; m;; est le nombre de pistes entre ¢

01010
10101
etj:M=|0 1 0 1 1].Legrapheestnon
10100
01100

orienté : chaque piste i—j donne m;; = 1 et mj; = 1. Elle
est donc comptée deux fois dans la somme des
coefficients. Cette somme vaut 2 +3+3+2+2 =

12 = 2 x 6, et il y a bien 6 pistes. C’est le lemme des
poignées de main : la somme des degrés vaut le double

du nombre d’arétes.

(suite)
@ La ligne i de M? est la somme des lignes de M des
voisins de i. Par exemple, la ligne Aest (10101) +

(10100) =(20201). On obtient M2 =

2 0 2 01
0 3 1 2 1
2 1 3 0 1|[.Dapreslethéoreme, (M?);; est le
02 0 2 1
1111 2

nombre de chemins de longueur 2 de ¢ a j. Les couples
de sommets distincts non adjacents sont A et C, A et
E,Bet D, D et E. Pour eux, (M?);; vaut 2,1, 2 et 1, et
jamais 0. Deux villages distincts sont donc toujours a
distance 1 ou 2. Or myc = 0 et (M?) 40 = 2 # 0, donc
d(A,C) = 2. Le diametre, qui est la plus grande

distance, vaut 2.

@ Le graphe est non orienté : un chemin de longueur 2 de
i a j, parcouru a ’envers, est un chemin de longueur 2
dejai.

Donc (M?);; = (M?);; et M? est symétrique. Comme
M* = M? x M?, (M*) 24 est laligne A de M>
multipliée par la colonne A de M?. Par symétrie, cette
colonne a les mémes coefficients que la ligne A.

Donc (M*)44=2x2+0x0+2x2+0x0+1x

1 =9. D’apres le théoréme, il y a 9 chemins de longueur

4 qui partent de A et y reviennent.

@ (M?); est la ligne i de M? multipliée par la colonne i de
M. Ainsi (M3)44=2x0+0x14+2x0+0x1+
1x0=0et(M)pp=0x1+3x0+1x1+2x0+
1 x 1 =2.Deméme, (M3)cc =2, (M*)pp =0et
(M?3)gr = 2. Le graphe n’a pas de boucle. Un chemin
fermé de longueur 3, i—j—k—i, passe donc par trois
sommets distincts deux a deux : c’est un triangle.
Réciproquement, un triangle donne 6 chemins fermés
de longueur 3 : 3 sommets de départ possibles et 2 sens

de parcours. Le nombre de triangles est donc
ﬁ%—@_—ﬂ = 1. Le seul triangle est B-C—F.

% %% Le visiteur du musée de Lyon

©) 01 1 1
|1 0 1 . 2 _
M = 110 1 et, ligne par colonne, M* =
1110
3 2 2 2
3 g ; ; . D’apres le théoréme, (M?)44 = 3 est
2 2 2 3

le nombre de chemins de longueur 2 de A a A. Ce sont
les parcours de 2 minutes qui raménent Malik en A : A-

B-A, A-C-Aet A-D-A.
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(suite)

@ Chagque salle a 3 portes. A chaque minute, Malik a donc
3 choix, quelle que soit sa salle. Par le principe
multiplicatif, il y a 3" chemins de longueur n qui
partent de A. Chacun arrive en A, B, C ou D. On a
donc 3" = (M") 44 + (M") 4B + (M") ac + (M") 4D,

c’est-a-dire u,, + 3v,, = 3".

@ Upt1 = (M™ X M) 44 est laligne A de M™ multipliée
par la colonne A de M. On obtient u,, x 0+ v, x 1 +
v, X 1+ v, x 1= 3v,. Comme 3v,, = 3" — u,, on
obtient, pour tout n > 1, un+1 = 3" — un.

@ On note P(TL) KUy = %

u; =myyg =0et 3713 = 0, donc P(1) est vraie.

». Initialisation :

Hérédité : supposons P(n) vraie. Alors u, 1 = 3" —
3n43(—1)"  3x3"-3(—1)"  3ntly3(—1)nt!

1 = ) = 1 , donc
P(n + 1) est vraie. Conclusion : par récurrence, P(n)

est vraie pour tout n > 1.

6
(© g = 943 183 et vy = 25 = I8 459 11y
a 183 parcours de 6 minutes qui finissent en A et 182
qui finissent en B. Malik a donc un parcours de plus

pour finir en A.

%% % Le jeu de plateau de Lille
@ myp = 1 maismpy = 0:ily a une fleche A — B, mais
pas de fleche B — A. Le graphe est orienté et M n’est
pas symétrique. Le coefficient mpg = 1 est sur la
diagonale. Il correspond a une boucle B — B : depuis

B, le pion peut rester sur B en un coup.

@ Une ligne donne les fleches qui partent d’un sommet.
Une colonne donne les fleches qui y arrivent. La ligne D
est (100 0) : une seule fleche part de D (D — A). Les
deux 1 de la colonne D correspondent aux fleches B —
D et C — D, qui arrivent en D. Hugo a tort. Le
nombre d’arcs est la somme de tous les coefficients :

2+2+4+2+1=17,boucle B — B comprise.

@ La ligne i de M? est la somme des lignes de M des

11 0 2

successeurs de i. On obtient M? = 110t . De
1110
01 10

méme, avec M3 = M x M2, on obtient M3 =

2 2 11

1 211

1 2 1 2

110 2

(suite)

@ En Python, les indices commencent a 0 : I'indice 0
correspond a A et l'indice 3 & D. Le programme affiche
donc (M?)4p = 1. D’aprés le théoréme, il existe un seul
chemin de longueur 3de AaD: A— B — B — D.Le

pion utilise la boucle sur B.

@ L’instruction est “print(produit(M3, M)[0][3])". D’apres
le théoréme, (M*) 4p est le produit de la ligne A de M3
parlacolonne Dde M :2x0+2x1+4+1x1+1Xx
0 =3.1ly a 3 chemins de longueur 4de Aa D :
A—-B—+B—+B—>D,A—-C—A—B—Det
A—-C—-A—-C—D.

x
@ On cherche la probabilité de passer de L (état 1) a T
(état 2). C’est p12 = 0,8.

Graphe probabiliste et matrice de
transition

Lire une matrice de transition 3 X 3

@ Do est la probabilité de passer de T' (état 2) & L (état
1) : celle d’étre sur la lavande juste aprés avoir été sur le
trefle. po1 = 0,35.

@ Chaque coefficient non nul donne un arc : L — L (0,2),
L—T(08),T — L(0,35),T — T (0,4),T — R (
0,25), R — R(1).LesarcsL > R,R— LetR—T

n’existent pas, car leur coefficient est nul.

@ 0,35 4+ 0,4 + 0,25 = 1. Les probabilités de départ de T'

somment bien a 1.

@ Non. La ligne Rde Pest (0 0 1):p3 =p32 =0et
p33 = 1. Sur le graphe, le seul arc qui part de R est sa
boucle, de poids 1. Une fois a la ruche, I’abeille y reste a

coup sir.

@ Ce n’est pas une anomalie. Dans une matrice de
transition, ce sont les lignes (états de départ) qui
somment a 1. Une colonne regroupe les arrivées en L
depuis des états différents : sa somme peut valoir

n’importe quoi. Ici, 0,2 4+ 0,35 + 0 = 0,55.

X ~

@ La somme des poids qui partent d’'un sommet vaut 1.
BoucleenV :1-0,25 - 0,1 =0,65. Arc B — M :
1-0,45-0,35=0,2.

Compléter un graphe probabiliste

@ Il n’y a pas de boucle en M, donc p33 = 0. L’arc M — B
vaut 1 — 0,5 — 0 =0,5.

© 0,65 0,25 0,1
P=1045 0,35 0,2 ].Chaque ligne somme a 1.
0,5 05 0
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(suite)

@ p32 = 0,5. C’est la probabilité que Sami prenne le bus le

lendemain d’un jour ot il est venu a pied.

@ Il a tort. Passer du vélo au bus a la probabilité
p12 = 0,25. Passer du bus au vélo a la probabilité
po1 = 0,45. Ces deux probabilités sont différentes.

%% Deux opérateurs : de I’arbre a la

matrice

@ La branche A (probabilité a,,) se divise en A (0,85) et B
(0,15). La branche B (probabilité b,) se divise en A (
0,08) et B (0,92). Les deux branches issues d’un méme
nceud ont des poids de somme 1.

@ pP= <g:(8)g 8:;2) . «15 % des abonnés de A passent
chez B» donne la probabilité d’aller de A vers B, c’est-
a-dire py : ligne 1 (départ A), colonne 2 (arrivée B). Le

reste de la ligne vient du complément a 1.

() m = mPavecm = (0,6 0,4). a = 0,6 x 0,85 +
0,4 x 0,08 = 0,542 et by = 0,6 x 0,15+ 0,4 x 0,92 =
0,458.

Donc m; = (0,542 0,458) :aumois 1, 54,2 % des

clients sont chez A.

@ D’apres la formule des probabilités totales, a1 =
0,85a,, + 0,08b,,. Comme b, = 1 — a,, on obtient
an.1 = 0,85a, + 0,08 — 0,08a,, soit a,.; = 0,77a, +
0,08. Contrdle : 0,77 x 0,6 + 0,08 = 0,542 = a;.

%% - L’erreur d’Inés : lignes ou colonnes ?
@ Lignes:0,3+0,74+0,6=1,6;05+0+0=0,5;
0,2+ 0,3+ 0,4 =0,9. Colonnes: 0,34+ 0,5+02=1;
0,74+0+0,3=1;0,6+0+4 0,4 = 1. Dans une matrice
de transition, chaque ligne somme a 1. Ce n’est pas le

cas ici, donc M n’est pas une matrice de transition.

@ Ines a rangé les départs en colonnes au lieu de les ranger
en lignes : M est la transposée de la bonne matrice.

Avec la ligne i pour ’état de départ, on obtient P =

0,3 0,5 0,2
0,7 0 0,3 ].Chaque ligne somme a 1.
06 0 04

@ Elle a tort. La probabilité de passer de L a S est
p12 = 0,5. Le nombre 0,7 est poy, la probabilité de passer

de S a L : lire apres une soirée de sport.

@ C’est vrai. La probabilité de lire le soir suivant est
p11 = 0,3 apres L, po; = 0,7 apres S et ps; = 0,6 apres J
: c’est la colonne L de P, qui regroupe les arrivées en L.
Ces trois valeurs sont toutes supérieures ou égales a 0,3.

L’affirmation est donc vraie.

% %% Vélos en libre-service : la matrice du
rapport
@ Les lignes de @ somment 2 0,5 + 0,2 + 0,1 = 0,8, a
0,3+0,6+03=12eta0,2+0,2+0,6=1.0Une
matrice de transition a toutes ses lignes de somme 1,
donc @ n’en est pas une. Dans @, les départs sont en

colonne. On a donc pij = gji, c’est-a-dire P = QT (la

0,5 0,3 0,2
transposée) : P = [ 0,2 0,6 0,2 |. Controle : chaque
0,1 0,3 0,6

ligne somme a 1.

@ La ligne G contient les départs de G, lus dans ’ordre
(G;N;H):0,6;0,2;0,2. Ligne N : 0,3;0,5;0,2.
Ligne H : 0,3;0,1; 0,6.

0,6 0,2 0,2
Donc P’ = (0,3 0,5 0,2 ].]Ilfaut permuter 2 la fois
0,3 0,1 0,6

les lignes et les colonnes.

@ La probabilité cherchée est le coefficient (H, G) de P>.
C’est la ligne H de P multipliée par la colonne G de P :
0,1x0,3+0,3x0,6+0,6x0,3=0,03+0,18 +
0,18 = 0,39. Avec P’ : 1aligne H (0,3;0,1;0,6) fois la
colonne G (0,6;0,3;0,3) donne 0,18 4+ 0,03 4 0,18 =
0,39. Conclusion : la probabilité vaut 0,39, quel que soit

I’ordre choisi.

@ Faux. On lit la ligne G de P : pgg = 0,6 > 0,5, donc la
premiére partie est vraie. En revanche, pag = 0,2 et
non 0,3. Le nombre 0,3 est gog = prg : c’est la
probabilité d’aller des Halles vers la Gare. Kenza a lu la
ligne G de @ au lieu de sa colonne. L’affirmation est

donc fausse.

(¢) m1 = moP. Coefficient N : 0,4 x 0,5 + 0,4 x 0,2 + 0,2 x
0,1 = 0,30. Coefficient G : 0,4 x 0,3 + 0,4 x 0,6 + 0,2 X
0,3 = 0,42. Coefficient H : 0,4 x 0,2+ 0,4 x 0,2 +
0,2 x 0,6 = 0,28.
Donc m; = (0,30 0,42 0,28), et la somme vaut bien
1.

% %% Streaming : retrouver un taux de
résiliation
@ Chaque ligne somme a 1 et la boucle est le complément.
Ligne P:1— 0,10 — 0,05 = 0,85, ce qui donne
(0,85;0,10;0,05). Ligne S : (0,2;0,8 — z;x). Ligne R :
un résilié reste résilié, d’out (0;0;1).
0,85 0,1 0,05
DoncT=1|02 08—z =z
0 0 1
doivent étre dans [0;1]: 2 > 0et 0,8 —z > 0.On a

donc0 <z <0,8.

. Les coefficients
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(suite)

@ Premier niveau, partant de S : P (0,2), S (0,8 — z), R (
z). Second niveau, on va en P avec 0,85 depuis P, 0,2
depuis S et 0 depuis R. D’aprés la formule des
probabilités totales, p(X,; = P) = 0,2 x 0,85 + (0,8 —
z) x0,2+2x2x0=0,17+0,16 — 0,22 = 0,33 — 0,2z.

@ On résout 0,33 — 0,22 = 0,3, d’ot1 0,22 = 0,03 et
x = 0,15. Cette valeur est bien dans [0 0,8].
Donc 15 % des Standard résilient chaque mois, et T' =
0,85 0,1 0,05
02 065 0,15
0 0 1
@ On cherche le coefficient (ligne P, colonne R) de T2.
C’est la ligne P de T fois sa colonne R : 0,85 x 0,05 +
0,1 x 0,15+ 0,05 x 1 = 0,0425 + 0,015 + 0,05 = 0,1075
. La probabilité qu'un abonné Premium au mois 0 ait
résilié au mois 2 vaut 0,1075.
% %% Un pion sur trois cases : deux réglages
possibles

@ La boucle de chaque case porte a, et chacun des deux

autres arcs porte b.

a b b
DoncP=|b a b|.Chaquelignesommeal:
b b a

a+2b=1,dota=1—2b. Commea > 0,0n a
1-2b>0,s0ith< 3. Avecb>0:0<b< %

@ La probabilité cherchée est le coefficient (R, R) de P2,
c’est-a-dire >, prrPkr = a X a+bxb+bx b=a’+
2b%. Aveca =1 —2b: (1 — 2b)% + 2% = 1 — 4b + 6b%.

(©) Onrésout 1 — 4b+ 662 = 2, soit 1262 — 8b + 1 = 0. Le

discriminant vaut 64 — 48 = 16, d’ou b = % = % ou
b= % = % Les deux valeurs sont dans [0; %] Pour
2/3 1/6 1/6
b—1:a=2etP={1/6 2/3 1/6|.Pourb—1:
1/6 1/6 2/3
0 1/2 1/2
a =0 (aucune boucle)et P=[1/2 0 1/2].Ilya
12 1/2 0

donc deux réglages.

@ Icib = % eta= % On cherche le coefficient (R, V') de
P2, C’est la ligne R fois la colonne V :a x b+ b X a +
bxb=2ab+b =2x2xt+ 3 =2+ =1
Controle : 1a ligne R de P? vaut % + i + }1 =1.La
probabilité vaut 411

EXXT (suite)

@ Oui. Lire par colonnes revient a prendre la transposée
de P. Or p;; = pj; pour tous i et j : ce coefficient vaut a
sii = j et b sinon. La matrice P est donc égale a sa
transposée, et les deux lectures donnent les mémes
poids. Noé a raison pour ce jeu-ci. En général, c’est

faux : il faut lire les départs en ligne.

a ( Distribution apres n étapes )

[ Ex. 36 Bl

@ Le premier samedi, le roman est certain : 7y = (1 0).

Romans ou BD

@ m = (1 0) P est la premiere lignede P : m; =
(0,6 0,4).

() my=mP:ry=06x0,6+0,4 x 0,3 =0,36 + 0,12 =
0,48 et by = 0,6 x 0,4+ 0,4 x 0,7 = 0,24 + 0,28 = 0,52.
Donc my = (0,48 0,52).

@ 0,48 + 0,52 = 1 : le controle est bon.

@ Le ler samedi correspond a n = 0, donc le 4e samedi
correspond an = 3. r3 = 0,48 x 0,6 + 0,52 x 0,3 =
0,288 + 0,156 = 0,444 (et b3 = 0,556). Lina emprunte

un roman ce samedi-1a avec une probabilité de 0,444.

@ P est une matrice 2 x 2 et 1 une matrice 1 x 2. Pour
calculer Py, il faudrait que P ait autant de colonnes
que 7 a de lignes, soit 2 # 1 : le produit n’existe pas.

La bonne relation est 7,1 = 7, P.

(Ex. 37 B

@ Une transition dure dix minutes : c’est le coefficient pog

de P (ligne 2, colonne 3), soit 0,2.

Le robot aspirateur d’Ines

@ Vingt minutes correspondent a deux transitions : c’est

le coefficient (1;3) de P?, soit 0,28.

@ P? est une matrice de transition, donc chaque ligne a

une somme égaleal:z=1-0,38 — 0,28 = 0,34.

@ y est le produit de la ligne 3 de P par la colonne 3 de P :
y=0,1%x0,2+0,3 x0,2+0,6 x 0,6 =0,02+ 0,06 +
0,36 = 0,44. Controle : 0,23 + 0,33 + 0,44 = 1.

@ Non. Cette probabilité est (P?)33 = y = 0,44, alors que
0,62 = 0,36. Le calcul de Léo ne compte que le chemin
E — E — E :il oublie les chemins E — S — E et
E—-C—E.
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(suite)
@ On utilise m, = moP?: 0,5 x 0,39 + 0,5 x 0,38 = 0,385 ;
0,5 x 0,33 40,5 x 0,34 = 0,335 ; 0,5 x 0,28 + 0,5 x
0,28 = 0,28.
Donc m, = (0,385 0,335 0,28), et la somme vaut
bien 1.

%% - La météo de Brest : corrige Sacha

0,45 0,55

est une matrice ligne et 7,1 = 7, P ; Pm, n’a pas de

@ P = < 0.8 0,2 ) . Premiére erreur : une distribution

sens. Deuxiéme erreur : la somme des coefficients
trouvés vaut 0,8 + 0,45 = 1,25 # 1, ce n’est donc pas
une distribution. Lundi est sec, donc my = (1 0) et
m =mP = (0,8 0,2).

(b)) my=mP:sy = 0,8 x 0,8+ 0,2 x 0,45 = 0,64 + 0,09 =
0,73 et hy = 0,8 x 0,2 4 0,2 x 0,55 = 0,16 + 0,11 = 0,27

Donc m, = (0,73 0,27).

@ Non. De lundi a mercredi, il y a deux transitions : la
probabilité cherchée est le coefficient (2;1) de P2, et
non (pa;)?. Les chemins de H a S en deux étapes sont
H—S—>SetH—H-—S:(P?y=045x0,8+
0,55 x 0,45 = 0,36 + 0,2475 = 0,6075. Le nombre 0,452
ne correspond a aucun chemin : une fois en S, la
probabilité d’avoir S le lendemain est 0,8, pas 0,45.
Sacha a donc tort : la bonne probabilité est 0,6075.

@ Lundi correspond & n = 0, donc jeudi correspond a n =
3 : il faut calculer 73, pas 4. s3 = 0,73 x 0,8 + 0,27 %
0,45 = 0,584 + 0,1215 = 0,7055. Jeudi est sec avec une
probabilité d’environ 0,71.
%% ' Deux fournisseurs d’accés a Toulouse
©) 0,9 0,1
P = ! ! i 1).
<0’25 0775) (chaque ligne a pour somme 1). Le
premier coefficient de m, P donne a,,,1 = 0,9a,, +

0,25b, = 0,9a, + 0,25(1 — a,) = 0,65a,, + 0,25.

() £=0,650+0,25 <> 0,35 =025 < £= 2. Alors

Uns1 = 0,65a, + 0,25 — 2 = 0,65a, — 35 =

0,65 (an — g) = 0,65u,,. La suite (u,) est donc

géométrique, de raison 0,65.

@ a0:0,4,doncu0:%—g——%.Onaun:—E X

0,65", donc pour tout n € N: a, = % — % x 0,65".

(@) 2030 correspond a7 = 2030 — 2026 = 4. ay = 2 — & x
0,65* ~ 0,658. En 2030, environ 65,8 % des abonnés

sont chez Volt.

* %% Vélo ou tram a Grenoble

@ Le coefficient p;; de P est la probabilité d’aller de 7 vers
0,7 0,3
0,2 0,8

bien une somme égale a 1. Le jour n = 0, elle prend le

j. On obtient donc P = ( ) , et chaque ligne a

vélo de fagon certaine : my = (1 0). C’est une matrice

ligne.

@ On a 7,1 = 7, P. Son premier coefficient se calcule
avec la formule des probabilités totales : a, 1 =
0,7a, + 0,2b,. Or 7, est une distribution, donc
b, =1 - a,. Ainsi a,,1 = 0,7a, + 0,2 — 0,2a, =
0,5ax + 0,2 pour tout n € N.

() Uns1 = ane1 — 0,4 = 0,5a, + 0,2 — 0,4 = 0,5(a, —
0,4) = 0,5u,,. La suite (u,) est donc géométrique de
raison 0,5, et son premier terme vaut ug = ag — 0,4 =
1-0,4=0,6. Ainsi u,, = 0,6 x 0,5, d’ott a,, = 0,4 +
0,6 x 0,5" pour tout n € N.

@ 7, est une distribution, donc b, =1—a, =1—0,4 —
0,6 x 0,5 = 0,6 — 0,6 x 0,5". La rentrée correspond a
n = 0, donc le 4e jour correspond a n = 3 et non a
n=4.b3=0,6 —0,6 x 0,125 = 0,525. Contrdle : a3 =
0,475 et ag + bg = 1. Le 4e jour, Maé¢lle prend le tram
avec une probabilité de 0,525.

() an <041 < 0,6x 05" <0,01 <= 05" < o ~
0,0167. La suite (0,5") est décroissante. Or 0,5° =
0,03125 est supérieur a 61_0’ et 0,5° = 0,015625 lui est
inférieur. La condition équivaut donc a n > 6 (en effet
as = 0,41875 et ag = 0,409375). Le rang n = 6
correspond au 7e jour : la probabilité devient inférieure

a 0,41 a partir du 7e jour.

% %% Le food truck de Yanis 4 Bordeaux

@ Le premier jour, le truck est au quai ou a 'université
avec une probabilité de 0,5 chacun, et jamais au
marché : my = (0,5 0 0,5) (matrice ligne de somme
1). On a m; = my P, avec la ligne a gauche. Coefficients :
0,5 x0,5+0x0,24+0,5 x 0,4 = 0,45, puis 0,5 x 0,3 +
0+0,5x0,1=0,2,puis 0,5 x0,2+0+0,5x 0,5 =
0,35.

Doncm = (0,45 0,2 0,35). Controle :
0,45+ 0,24 0,35 = 1.

benprofparticulier.fr - 12



(suite)

@ Par exemple, le coefficient (1;1) vaut 0,5 x 0,5 + 0,3 X

0,2+ 0,2 x 0,4 = 0,39. On obtient de méme P? =
0,39 0,35 0,26
0,3 0,44 0,26 |. Sommes des lignes :
0,42 0,23 0,35

0,39+ 0,35+ 0,26 =1,0,3+ 0,44 + 0,26 = 1 et

0,42 + 0,23 + 0,35 = 1. C’est cohérent : P2 est encore

une matrice de transition.

@ Le coefficient (i;j) de P? est la probabilité d’étre en j

deux jours apres avoir été en ¢ : la ligne donne le départ,
la colonne donne I'arrivée. No€ a lu le coefficient

(M ;U) = 0,26, qui correspond au trajet de M vers U.
11 faut le coefficient (U ; M) : 0,4 x 0,3 + 0,1 x 0,6 +
0,5 x 0,1 = 0,12 4 0,06 + 0,05 = 0,23. La probabilité
cherchée est 0,23.

@ D’aprés la propriété m,, = myP", on a my = myP? =

0,5 x (ligne Q de P?) + 0,5 x (ligne U de P?). On
obtient m = (0,405 0,29 0,305). Contrdle par m2 =
71 P : premier coefficient 0,45 x 0,5 + 0,2 x 0,2 +

0,35 x 0,4 = 0,405. La somme des coefficients vaut bien
1.

@ Le premier jour correspond a n = 0, donc le 4e jour

correspond a n = 3. On calcule le troisieme coefficient
de 3 = my P : 0,405 x 0,2 + 0,29 x 0,2 4+ 0,305 x 0,5 =
0,081 + 0,058 + 0,1525 = 0,2915. La probabilité que le

truck soit a 'université le 4e jour est d’environ 0,29.

%% % Vélos en libre-service a Lyon
(2) Chaque ligne de J vaut (0,2 0,8), et (0,2 0,8) P =

(0,12 + 0,08 0,08 + 0,72) = (0,2 0,8).

Donc JP = J. Pour K : la premiére ligne donne
(0,48 —-0,08 0,32 — 0,72) = (0,4 —0,4), et la
seconde donne (70,12 + 0,02 —0,08 + 0,18) =
(-0,1 0,1).

Donc KP =0,5K.

(b) Onnote P(n) : «P" = J 4 0,5"K ». Initialisation : J +

10
01

Hérédité : supposons P* = J + 0,5* K pour un entier k.
Alors P¥' = P*P = JP + 0,5*KP = J + 0,5% x
0,5K = J + 0,51 K. Conclusion : par récurrence,

P"=J +0,5"K pour tout n € N.

05K =J+ K = ( ) = P, donc P(0) est vraie.

(suite)

@ Le départ est certain en D : my = (O 1), donc 7w, =
moP" est la ligne D de P". Son coefficient (D ; B) vaut
0,2+ 0,5 x (—0,2) = 0,2 — 0,2 x 0,5". Le premier soir
correspond a n = 0, donc le 6e soir correspond a n = 5.
On obtient 0,2 — 0,2 x 0,03125 = 0,19375. La

probabilité vaut environ 0,194.

@ On a m, = mgP" = myJ + 0,5" mo K. D’une part, myJ =
(0,06 + 0,14 0,24 +0,56) = (0,2 0,8). D’autre part,
mK = (0,24 - 0,14 —0,24+0,14) = (0,1 —0,1).
Donc 7, = (0,2 +0,1x0,5" 0,8—0,1x 0,5"), La
somme des coefficients vaut bien 1

(par exemple w3 = (0,2125 0,7875)).

@ Soit mp = (z 1 — ) avecx € [0;1]. Les deux lignes de
J sont égales, donc myJ = (0,2 0,8). De plus, mpK =
(x—02 02—z).Ainsim, =
(02 + (z —0,2) x 0,5 0,8 — (z —0,2) x 0,57).
Comme —1 < 0,5 < 1,1im 0,5" = 0.

Donc 7, tend vers (0,2 0,8) quelle que soit la valeur

de z : Lou a raison.

( Etat stable d’une chaine de Markov )

* Distributions invariantes a deux états
(@ (0,2 08)P=
(0,2 x 0,6 +0,8 x0,1 0,2x0,4+ 0,8 x 0,9) =
(0,2 0,8). On a 7P = 7 et la somme des coefficients

vaut 1 : cette distribution est invariante.

@ Le premier coefficient de (0,5 0,5) P vaut 0,5 x 0,7 +
0,5 x 0,5 = 0,6 # 0,5. On trouve 7P # 7 : cette

distribution n’est pas invariante.

@ mP = 7 équivaut 2 0,75z + 0,2(1 — z) = z, soit
0,2 = 0,45z, donc ¢ = % La distribution invariante est
(% %) Vérification : 0,75 x %—i— 0,2 x g =

mT =
31 4
9 — 9
.»_ (0,65 0,35 ) . B
@ Ici P = (0’45 0’55) . L’équation 0,65z + 0,45(1
z) = z donne 0,45 = 0,8z, donc z = % L’état stable
9 7
est m = (E 1_6)'

@ L’équation = + 0,25(1 — z) = z donne 0,25(1 — z) = 0,
doncz =1letm = (1 O). Interprétation : une fois en
A, on n’en sort plus, et depuis B on finit par rejoindre

A. A long terme, la chaine est en A.
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(suite)

() Non. (3 1) vérifie bien 7P = 7: 3 x 0,8+ 1 x 0,6 = 3
et 3 x 0,2+ 1 x 0,4 = 1. Mais ses coefficients ont pour
somme 4 # 1 : ce n’est pas une distribution. On divise

par 4 et on obtient ’état stable m = (% ;i)

- i . 3 1 _3
Vérification: 3 x 0,8 + 7 x 0,6 = 7.

*
() (1) z=0,72+0,2y; (2) y = 0,3z + 0,6y + 0,4z ; (3)
z=0,2y + 0,6z2.

Le chat entre trois piéces

@ On obtient ¢ + y + 2 =  + y + 2, car chaque ligne de
P a pour somme 1. Les trois équations sont donc liées :
I'une est redondante. Le systéme a alors une infinité de
solutions, dont (0 0 0). C’est la condition = + y +

z = 1 qui fixe une distribution.

1) donne 0,3z = 0,2y, donc = = %y. onne
donne 0,3z = 0,2y, d 2y.(3)d
0,4z = 0,2y, donc z = %y

@w+y+z:1donne(§+1+%)y:%y:1,donc
4

_ 6 _ 4 3 Ainsir—(4L 6 3
Y=15T=13 etzf13.A1n517rf(13 13 13).

4 6 3 12436412 6

(®) 03 x & +06x & +04x & = LHLE_ 8

c’est bien y.
%% Météo a Brest : I’erreur d’Inés

® 0,6 0,3 0,1

P=103 0,4 0,3]|.Laprobabilité cherchée est le
0,2 04 04

coefficient (S, L) de P?: 0,6 x 0,1+ 0,3 x 0,3 + 0,1 x

0,4 = 0,19. S’il fait soleil aujourd’hui, il pleut dans deux

jours avec la probabilité 0,19.

@ Chaque ligne de P a pour somme 1, donc les trois
équations de 7P = 7 sont liées : la troisi¢me découle
des deux autres, d’ou 0 = 0. Ce systéme a toujours une
infinité de solutions. Inés a oublié la condition

T+ y + z = 1, qui sélectionne une unique distribution.

@ La troisi¢me équation donne 0,6z = 0,1z + 0,3y, soit
z = 6z — 3y. La premiere donne 0,4z = 0,3y + 0,2z. On
substitue : 2,4z — 1,2y = 0,3y + 0,2z, donc z = %y et
T = %y.Avec:cherz: 1: %y: 1.

Doncm = (% 22 E) Vérification avec la deuxiéme

6
0,3x24+0,4x2240,4x15 _ 22
61 To6l”

équation :

@ Comme la distribution converge vers 7, a long terme il
pleut environ % ~ 24,6 % des jours. Sur une année :

365 x % ~ 89,75, soit environ 90 jours de pluie.

%% - Deux opérateurs : Volta et Nexo

~ (0,9 0,1 . . _
@ P = (0’2 0,8> . Le premier coefficient de 7,1 = 7, P

donne a,1 = 0,9a, + 0,2(1 — a,), soit
ani1 = 0,7a, + 0,2.

() 7P =« équivaut 2 0,9z + 0,2(1 — z) = =, soit
0,2 = 0,3z, donc x = % L’état stable est m = (% %)

2 7 2
(© pi1 =0,7a, +0,2— 2 = 0,70, — £ = 0,7 (a, — 2) =
0,7u,.
Donc (u,,) est géométrique de raison 0,7 et de premier
—04—_2__4 Dotlg =2_4 n
terme ug = 0,4 3= 15.Douan =31 X 0,7".

@ Comme —1 < 0,7 < 1,0na0,7* — 0, donc a,, — % A
long terme, Volta a environ deux tiers des abonnés. Le
calcul de la question précédente ne dépend pas de ay :
pour toute part de départ, a,, = % + (ao - %) x 0,7 —
%. La limite ne dépend donc pas de ay.

% %% Une trottinette entre deux stations
lyonnaises

@ (0,8 0,2 _ _
P= (0,3 0’7). Onam,, =m,Pavecn, =

(bp 1—1b,),donc b,y =0,8b, +0,3(1—b,) =
0,5b, + 0,3. C’est la relation demandée.

@ On pose u, = b, — £. Alors u, 1 = 0,5b, +0,3 — ¢ =
0,5 (b, —¥¢)+0,3—0,5¢{=0,5u, + 0,3 —0,5£. Il suffit
de choisir £ tel que 0,3 — 0,54 = 0, soit £ = 0,6 : alors
Uni1 = 0,5 u, et (u,) est géométrique de raison 0,5, de
premier terme vy = 0 — 0,6 = —0,6.

Donc b, = 0,6 — 0,6 x 0,5%. Comme 0 < 0,5 < 1,on a
0,5" — 0, donc b, — 0,6. A long terme, la trottinette
est a Bellecour environ 6 soirs sur 10.

(©) by > 0,55 <= 0,6 x 0,5" < 0,05 <= 0,5" <
& = nln05 < —Inl12 < n> 22~ 358 (on
change le sens car In 0,5 < 0). Le plus petit entier est

donc n = 4. Vérification : by = 0,525 et by = 0,5625.

@ L’équation 0,8z + 0,3(1 — z) = z donne z = 0,6 : la
distribution invariante est (0,6 0,4), et sa premiere
coordonnée est bien la limite de (bn). Mais b, — 0,6 =
—0,6 x 0,5" # 0 pour tout n : b, n’est jamais égal a 0,6.
L’affirmation est fausse. Une distribution invariante ne
reste fixe que si’on part d’elle. Ici, b, tend vers 0,6 sans

jamais I'atteindre.
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%% % Les abeilles d’un jardin d’Angers
@ Premiére coordonnée : 0,5z + 0,2y + 0,1z = z, soit

(Eq) : —0,5z 4 0,2y + 0,1z = 0. Deuxiéme : (E) :
0,25z — 0,4y + 0,3z = 0. Troisi¢me : (E3) : 0,25z +
0,2y — 0,4z = 0. La somme des trois membres de
gauche donne 0z + Oy + 0z, car chaque ligne de P a une
somme égale a 1.
Donc (E;) = —(E1) — (E3) : la deuxi®éme équation

découle des deux autres, elle est redondante.

@ Par linéarité du produit matriciel,
(km)P = k(mP) = km. Toutes les lignes
proportionnelles a une solution sont donc solutions, y
compris (0 0 0) pour k = 0. Sans la condition
z 4y + z = 1, le systéme a une infinité de solutions :

c’est cette condition qui en sélectionne une seule.

@ On multiplie (E;) par 10 : z = 5z — 2y. On multiplie
(E3) par 20 : 5z + 4y — 8z = 0, donc 5z + 4y — 40z +
16y = 0,d’oty = %a: puis z = %m La condition = +
y+ z =1 donne 14—7:L':1.

4 7 6

T 1 ﬁ)‘ Vérification avec (E) :

0,25 x4—-04x7+03x6=1—28+18=0.

Donc 7 = (

@ A long terme, la proportion d’abeilles sur chaque massif
est donnée par 7. On attend donc en moyenne 3 400 x
% = 800 abeilles sur la lavande, 3400 x 1—77 = 1400 sur
6

les rosiers et 3400 x 7= 1200 sur les tournesols.

@ A 14 h, la distribution est exactement . Comme
7P = 7, on obtient de proche en proche 7, = 7w pour
tout n. A 14 h 10 (une étape) comme 2 15 h (six étapes),
Romane attend donc en moyenne 800 abeilles sur L,
1400 sur R et 1200 sur T'.

* %% Les soirées de Yanis
@ Avec w1 = m, P, la premitre colonne de P donne
Sn+1 = 0,858, + 0,251, 4+ 0,25 j,. Comme
l, + jn =1 — s,, on obtient s,,; = 0,855, + 0,25 (1 —
sn) = 0,68, + 0,25.

@ On part de sy = 0 et on calcule les termes successifs :
s1 = 0,25, s2 = 0,4, s3 = 0,49, s4 = 0,544, tous < 0,55.
Puis s5 = 0,5764 > 0,55 : 1a boucle s’arréte et le
programme affiche 5. Le soir 5 est le premier soir ol la

probabilité que Yanis fasse du sport dépasse 0,55.

(suite)
@ La premiére équation de 7P = 7 s’écrit = 0,85z +

0,25(y + z) = 0,85z + 0,25(1 — z), donc 0,4z = 0,25 et
T = % La troisiéme s’écrit z = 0,25y + 0,5z, donc
y=2z.Avecy+ 2z = 1—%: %,ontrouveZZ % et
Y= ;i Vérification avec la deuxiéme équation : 0,15 x
5 405x L 025 x )= 2B 0B 1

Donc 7 = (% % %) Comme 7, converge vers , a

long terme Yanis joue aux jeux vidéo environ un soir

sur huit, soit 12,5 % de ses soirées.

@ On pose un = sp — 3. Alors up+1 = 0,6 s, + 0,25 —
0,625 = 0,6 (s, — 2) = 0,6y, donc s, = 2 +
(s0 — 2) x 0,6". Comme 0 < 0,6 < 1, 0,6” — 0, donc

ot

Sp — g quel que soit sg. L’affirmation est fausse : la

limite ne dépend pas du soir de départ.
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