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Rappels de 1re : dérivées usuelles
) et opérations

 Ex.1 By

de référence
@) f@) =4x322—T7=1222 7
(la constante 11 disparait).
® (3)' =~ donc f'(w) =5 x (~&) = .
@ +/Z n’est pas dérivable en 0 : f est dérivable sur
10;+oo[ et f'(z) = 3 x ﬁ = %

Automatismes : dérivées des fonctions

@ (cos) = —sin et (sin) = cos: f'(z) = —2 x (—sinz) +
cosx = 2sinz + cos .

@ (e*) =e®: f'(z) = 6e” + %Tg” = 6e” + 3.

® fi@)=-8x(-%)+0=3

(7 est une constante).

CEx.2 I

@u:m,v:e’”:f'(:v):1Xe”+xe’”:(m+1)e’”.

@ u=2z+1,v=+z: f(z) =2/ + 2;\%1 = —49”;\2/‘%*1 =
6z+1
2T

Automatismes : produits et quotients

@ u=2a%v=cosz: f(x) =2zcosx +2? x (—sinz) =

2

2x cosT — T4 sinx.

3(z+2)—1x(3z—1
@u:3m71,v:z+2:f’(m): (jL()z+2)g ):(2I2)2

@ u=e"v=1a: f’(w) _ ezxzm:e”xl _ (w;ﬁ)e’”'
@ Pour z > 0, f(z) = # =z —4,donc f'(z) = 1.
Aucune formule du quotient n’est nécessaire.
%% /= Les erreurs de Lina
@ Lina a multiplié les dérivées : (uv)’ # u'v'. Avec
(uv)’ = v'v + uv', on obtient ¢'(z) = 2z(3z — 2) +
3(z*+1) =62% — 4z + 322 + 3 = 922 — 4z + 3.

@ L’ordre est inversé : c’est w'v — uv' et non uv’ — u'v. Le

bon calcul : A'(z) = IX(Zw(zi):l()’”Q+3)X2 = (29;71)2. Le signe

change complétement !

@ Deux erreurs : (4), = — 2 (signe — oubli€) et la

x

constante 5 a pour dérivée 0.

Donc w'(z) = — .
@ (cos)’ = —sin : le signe — a été oublié.
Donc #'(z) =2 X (—sinz) — e* = —2sinz — €”.

%% = Variations et tangente d’un produit

@ f est dérivable sur R comme produit de fonctions
dérivables. Avecu = 22 — 3et v = e : f'(z) = 2z e® +
(z% — 3)e® = (2% + 2z — 3)e*. Comme
22 +2x—-3=(z+3)(z—1),ona
7(z) = (& + 3)(z — 1)e*.

@ e” > 0, donc f'(z) ale signe de (z + 3)(z — 1), trindme

positif 2 Pextérieur des racines —3 et 1. f(—3) = 6e73 et

f(1) = —2e.

X | —o© -3 1 e )
P(x) +]1 0| -0 ]|+
f(x) S 6e B N [ —2¢|

f admet un maximum local 6e 3 en —3 et un minimum

local —2e en 1.
(c) £(2) = (4—3)e = eZet f/(2) =5 x 1 x e = be.
Donc y = 5e%(z — 2) + €?, soit y = be’z — 9e?.
@ Vrai: f est strictement décroissante sur [—3 ;1] et

0 < 1, donc f(0) > f(1). On le vérifie :
f(0)=—-3> —2e~ —5,44.

* %% Coiit moyen minimal

@ On divise chaque terme par g # 0 : Cp(q) = l;ﬁ — 571‘1 +
% =2¢—5+ g. Il n’y a plus de quotient & dériver,
seulement des fonctions de référence : on évite la

formule (%)I et les erreurs qu’elle peut entrainer.

@ C)y est dérivable sur [0,5; 6]. La constante —5 disparait

ot (§)': 8
q ¢’
2
Donc C},(q) =2 — q% = —2‘1(1;8 — 2(g-2)(g+2) q_zz 22 Sur [0,5; 6],
@ >0etq+2>0:C)(q) alesignedeq— 2. Tl est

négatif sur [0,5; 2], nul en 2 et positif sur |2; 6].

() Cru(05) =1-5+16=12,Cy(2) =4—5+4=3,

Cu(6)=12-5+4=2

q 0{,}5 2 6
C_M’(q) —lo |+

CM(q) | 12 |\ | 3 |/~

el

Le colit moyen minimal vaut 3 milliers d’euros par
centaine d’objets. Il est atteint pour 200 objets et
correspond a 30 € par objet.

@ Léo a interverti Cps(1) et Cys(1). Ici, Cyy(1) =2 -5+
8=5et C);(1) =2—8 = —6. Avec
y = C},;(1)(¢ — 1) + Cu(1), on obtient
y=—6(¢g—1)+5,s0ity = —6¢+ 11.

benprofparticulier.fr - 1



(suite)
@ Faux. Une tangente paralléle a cette droite aurait pour
coefficient directeur 2, il faudrait donc C,(g) = 2. Or
Cul(9)

de [0,5; 6]. Aucune tangente n’est parallele a cette

—92_ q—82 et q% > 0, donc C},(g) < 2 pour tout g

droite.

%% % Un produit avec une racine

@ z — = — 3 est dérivable sur R et z — +/z l'est sur
10; +00[ : f est dérivable sur ]0; +oo[ comme produit.
Avecu(z) =z —3,v/(z) = 1,v(z) = Vz et v'(z) =
i ) = VB g = gt = A,
@ Non. Les zéros de f ne donnent pas le signe de f’.
ﬂ%l avec
2y/z > 0: f'(z) ale signe de  — 1. Contre-exemple :
fl2)= 23% > 0 alors que 2 — 3 < 0.

D’apres la question précédente, f'(z) =

@ Pour tout z > 0, 24/z > 0, donc f'(z) a le signe de z —
1:f'(z) <0sur]0;1], f/(1) =0et f'(z) > 0 sur
J1;400[. f(0) =0et f(1) = —2.

X 0 1 “+o0

)| — 0 +
fx)] 0 [ \|-2]| "

f est décroissante sur [0; 1] et croissante sur [1;+o0].

Son minimum est —2, atteint en z = 1.

@ Pour h > 0: f(h);f(o) = (hfz)‘/ﬁ = hf}f’ Quand h tend

vers 0, le numérateur tend vers —3 et v/h tend vers 0

par valeurs positives. Le quotient tend donc vers —oo
il n’a pas de limite finie. f n’est pas dérivable en 0

(la courbe y a une tangente verticale).

() f4)=(4-3) x VE=2et f/(4) =23 = On
applique y = f'(4)(z —4) + f(4) 1y = {(@ *4)+2,
soit y = %:1: —-T.

* %% Quotient trigonométrique

@ Pour tout réel z, sinz > 1>0:le

dénominateur ne s’annule jamais et f est définie sur

—1,donc 2 + sinz >

[0; 27]. Les fonctions cos et = + 2 + sin z sont
dérivables, et la seconde ne s’annule pas : f est

dérivable sur [0 ; 27| comme quotient.

@ Avecu = cos, v/(z) = —sinz, v(z) = 2 + sinz et
v'(z) = cosz (la constante 2 disparait), le numérateur
u'v — uv’ d’Inés est juste. Mais elle a oublié le carré : le

(2 + sinz)?. Correction :

—2sin 2— (sin® z4-cos’ z) 2sinz+1
f (:L‘) (2+sinz)? T (2+sinz)? "

dénominateur est v?

(suite)

@ 25inx+1 >0 <= sinz > —3. Sur [0;27], sinz =

2 pour x = %’r ouzxr = 1%”. Les solutions sont donc

z e [0; E[U]LUE;2x]. Comme (2 +sinz)? > 0, f'(z)
ale signe de —(2sinz + 1) : f'(z) < 0 sur ces deux
intervalles, f'(z) > Osur | ; LZ[et f'(z) =0en T et

en 4T,

X 0 In L 27

6
f(x) — 0 + 0 —
N e e N
V3

Comme 2 ~ 0,577 > %, le maximum de f est ﬁ

—
—
]
N
D=

atteint en =% 11” . Le minimum est —*/‘a’,attemt en 6

@ f(3)=9%9=0et f(3) =247 = —3. On applique
y=1(3) (z*%)+f(%)=y:*%(z*a),smt
y=—3o+§

Composer et décomposer deux
fonctions

(Exs I

@ On remplace X par z — 4 tout entier :
(gou)(z)

@ On applique d’abord g, puis w :

Ecrire une composée

= (z — 4)%. Ce n’est pas z° — 4.

(uog)(z) =u(z?) =2® —4.Onabiengou #uog.

@ (gou)(z) = 2x+5 Elle existe lorsque 2z + 5 # 0, c’est-
a-dire pour x # —

@ (gou)(@) = g(a”) = "

© (gou)(@

(compare avec la question précédente).

(®) (gou)(z) = (x+1)® — 2z +1) = 2* + 322 + 3z +
1-22—2=2%+322+z—1.

(Ex.o 1Y

@ Le dernier calcul effectué est ’exponentielle : u(z) =
2 —b5x2et g(X) = eX.

= (e)3 =e® x e” x &% =% Cenestpase

Décomposer une fonction

@ Le dernier calcul effectué est la puissance 5 : u(z) =

z% + 3z et g(X) = X°.

@ Le dernier calcul effectué est la racine : u(z) =4z + 7
et g(X) = VX.

@ Le dernier calcul effectué est 'inverse : u(z) = z° — 8 et
9(X) = x-
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(suite)
@ On calcule d’abord +/z, puis son exponentielle : u(z) =
Vz et g(X) = eX.

@ On calcule d’abord e* + 1, puis on éléve a la puissance
4:u(z) =e® +1let g(X) = X*. La fonction extérieure

n’est pas I’exponentielle.

Le dernier calcul effectué est le cosinus : u(z) = 5z — 1
et g(X) = cos X.

%% - Définition et variations : vrai ou faux
@ Faux. f(z) existe si et seulement si 5 — z > 0, c’est-a-
dire z < 5. Par exemple, f(6) = v/ —1 n’existe pas. f est

définie sur | — 0o} 5].

@ Faux. Il faut 2 — 25 # 0, donc = # 5 et © # —5. hest
définie sur R privé de —5 et de 5.

@ Vrai. k = g o u avec u(z) = 3 — z, décroissante sur
13 ;+00[, a valeurs dans | — 0o ; 0[. La fonction g(X) =
+ est décroissante sur | — 0o ; 0[. Deux fonctions

décroissantes : k est croissante sur |3 ; +oo].

@ Faux. m = exp ou avec u(z) = 2 — 4z. u est un
polyndme du second degré de sommet d’abscisse 2,
décroissant sur | — 0o ; 2]. Comme exp est croissante, les

sens sont contraires : m est décroissante sur | — 0o ; 2].
%% Composer avec un tableau de valeurs
@ (gou)(2) = g(u(2)) = 9(0) = 2 ¢t (wog)(2) =
u(g(2)) = u(3) = 1. Les deux résultats sont différents :
gouFuog.

(®) (gou)(0) = g(u(0)) = g(3) =4; (gou)(1) = g(4) =1
;(gou)(4) =g(2) =3.

@ Non. Dans u o g, on applique d’abord g, puis v : (u o
9)(3) = u(g(3)) = u(4) = 2. Léo a calculé (g o u)(3).

@ D’apres les questions précédentes, (g o u)(3) = g(1) =0
étant le calcul de Léo, qui est juste pour g o u, les
valeurs de (g o u)(z) pour z = 0,1,2,3,4sont 4, 1, 2, 0,
3. L’équation a donc une seule solution : z = 4.

% %% Une racine carrée et un trou dans le
domaine

@ Pour calculer f(z), on calcule d’abord z* — 6z + 8, puis
on prend sa racine carrée.

Donc f = g o u avec u(z) = > — 6z + 8 (fonction
intérieure) et g(X) = VX

(fonction extérieure).

(suite)
@ u(z) = (z — 2)(z — 4), de racines 2 et 4. Un trindme est

du signe de a = 1 a 'extérieur de ses racines :

x | —oo 2 4 +o0

u(x) + 10| -0+

f(z) existe si et seulement si u(z) > 0, donc

D=]-00;2|U[4;+400].

@ (z—32-1=22—6z+9—1=2%—6z+8=u(z).
La fonction z +— (z — 3)? est décroissante sur | — 00 ; 3]
et croissante sur [3; 4o0|.

Donc u est décroissante sur | — oo ; 3] et croissante sur

[3; +o0[, avec un minimum u(3) = —1.

(d) Non. u(2,5) = (2,5 — 3)2 — 1 = —0,75 < 0, donc £(2,5)
n’existe pas : f n’est pas définie sur |2; 3]. La régle ne
s’applique que sur un intervalle ou u prend ses valeurs
dans [0; +0o[, ol g est définie et croissante. Dans

| — 00; 3], seul | — 00 ;2] convient.

@ Sur | — 00;2], u est décroissante et u(z) > 0. Or g =/
est croissante sur [0 ; +-00[. Les sens sont contraires,
donc f est décroissante sur | — 00;2]. Sur [4;+o00[, u est
croissante et u(x) > 0. Méme sens, donc f est
croissante sur [4; +oo[. Comme f(2) = f(4) =0 =10
et f(z) > 0, le minimum de f sur D vaut 0, atteint en 2

et en 4.

%% % Deux fonctions décroissantes, deux
ordres
@ On remplace la variable de g par u(z) tout entier : (g o
— afe-T) — 4 .
u)(z) = g(e™*) = = - Onremplace la variable de u

par g(z) tout entier : (u o g)(z) = e 7.

@ Pour tout réel , e™* > 0, donc e * + 1 > 1 ne s’annule
jamais : g o u est définie sur R. Comme u est définie sur
R, u o g est définie 1a ol g ’est, donc sur
| —o0;—1[U] —1;+00].

(© (gou)z)=2 = =2 = e +1=2

e * =1 < =z = 0. L%quation a une seule solution :
0.

@ X — X + 1 est croissante sur | — 1; +oo] et prend ses
valeurs dans |0 ; +oo[, oit X — % est décroissante. Les
sens sont contraires, donc g est décroissante sur
] — 1;+o00[. Ensuite, u est décroissante sur R et
u(z) > 0, donc u(z) €] — 1;+o0], ol g est décroissante.
Deux fonctions décroissantes ont le méme sens, donc

g o u est croissante sur R.
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(suite)

@ Faux. g est décroissante sur chacun des intervalles | —
00;—1[et] —1; 400, et u est décroissante sur R.
Donc u o g est croissante sur chacun de ces intervalles,
mais pas sur leur réunion : (uo g)(—3) = e =elet
(uog)(0) =e % Ona—3 <0, maise? >e*.

%% % Le carré de ’exponentielle ou
P’exponentielle du carré ?

@ f(-1)= (e’l)2 =e?eth(—1) = eV =el —e.

Comme e 2 # e, les fonctions f et h ne sont pas égales :

Sami a tort.

@ Pour f(z), on calcule d’abord e®, puis on éléve au
carré : f = v o w, de fonction extérieure v. Pour h(z),
on calcule d’abord 2, puis on prend I’exponentielle :
h = w o v, de fonction extérieure w. Les deux ordres

donnent deux fonctions différentes.

@ w est croissante sur R et, pour tout réel x,
w(z) = e* > 0, donc w(z) €]0;+o0o[. Or v est
croissante sur [0 ; +oo[ (mais pas sur R). Méme sens de

variation, donc f est croissante sur R.

@ w est croissante sur R. Sur | — 00; 0], v est
décroissante : les sens sont contraires, donc h est
décroissante. Sur [0; +oo[, v est croissante : méme sens,
donc h est croissante. Le minimum de h vaut
h(0) = €° = 1, atteint en 0.

@ Pour tout réel z, (e”)* = e® x e = e2*. Ainsi f(z) =
h(z) <= e =’ = 2z =12 < z(z—2) =0.

Les solutions sont 0 et 2.
Dériver une composée : regle

a générale et g(ax + b)
*

a=4:f'(z) =5 x 4(4z + 3)* = 20(4z + 3)*.
®

Automatismes : dériver g(az + b)

(b)) a=-3:f(z) =4 x (—3) (7 32)* = —12(7 — 3z)%.

Attention au signe : le facteur est —3.
@ a=—5:f(z) = —5e* %,
(@ a=3:f(z) =3 x (—sin(3z + 2)) = —3sin(3z + 2).
@ a=—2:f'(z) = —2cos(l — 2z).
@a:%:f'(:l:):?)x leitt=

T

+4,

[SIEY

€

[ Ex. 16 R

Automatismes : la régle générale v’ x

(¢'ou)
@ u(z) =22 + 3,4/ (z) =2z : f'(z) =4 x 2z (2* + 3)% =
8z (z? + 3)3.

@ u(z) =2° —z,u'(x) =322 —1:
Fl(z) = (322 — 1) e 2.
@ u(z) =2 +5>0,u'(z) =2z :
! _ 2z _ z
F@) =575 = v
@ u(z) =2° + 1,4/ (z) = 327 : f'(z) =322 g'(2® + 1). ¢
est évaluée en u(z), pas en .
@ u(z) =9 — 4z, u'(z) = —4: f'(z) = —44¢'(9 — 4z). Le
facteur est négatif.
@ u(z) =e* + 1,u/(z) =e*: f'(z) = 3e%(e® + 1)2.

%% '~ Composée a partir d’un tableau de
valeurs

@ f(1) = g(u(1)) = g(2) = —2.
® £(1) = /(1) x g (u(l) =4x g'(2) =4 x 6 =24,

@ Non : ¢’ doit étre évaluée en u(0) = 3, pas en 0.
Donc f/(0) = v'(0) x g'(3) = -1 x 1 = —1.

@ £(2) = g(u(2)) = g(0) = Let f'(2) =/(2) x g'(0) =
2 x 2 = 4. La tangente a pour équation
y=4(z —2)+1,soity =4z —T.

@ Ici, Vintérieur est g : h'(3) = ¢'(3) x w/(g(3)) =1 x
' (0) = —1.

%% Refroidissement d’un thé
@ Non : Hugo a oublié le facteur a = —0,1 (la constante

20 a bien pour dérivée 0). Pour tout ¢t > 0, T'(¢) = 60 x

(-0,1)e ¥ = —6e M.

@ Pour tout ¢ > 0, e % > 0, donc 7"(¢) < 0. T est

strictement décroissante sur [0; +o0] : le thé refroidit.

@ T'(0) = —6 €% = —6. Au départ, la température baisse

d’environ 6 °C par minute.

(@) T'(20) = —6 2 ~ —0,81. Comme |T"(20)| < |T"(0)], le
thé refroidit beaucoup plus lentement au bout de 20

minutes : environ 0,81 °C par minute.

* %% Etude d’une fonction cos(az + b)

@ f = cosouavec u(z) = 2z — § et u'(z) = 2. Comme
cos' = —sin, on a f'(z) = v/(z) x ( —sin(u(z))). Léaa
oublié le facteur a = 2. Tom a bien mis le facteur 2,
mais il a pris sin en z au lieu de sin en u(x). Pour tout z

de [0;7], f'(z) = —2sin (22 — ).
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(suite)

@810 < 7, alors —% <
X =2z —%.OnasinX >
dire pour x € [6, 3]
X € [-%;0] U [r;%]. Comme f'(z) = —2sin X, ona
f/(x) > 0sur [0;F] et sur [&;7], et f'(z) < Osur

3

@ On calcule f(0) = cos (—%) = 1 f () =cos0 =1,

f(%r):COSﬂ':—letf( )_cos5_’7—l'

2z — % 5" . Posons
0 pour X € [0; 7], c’est-a-

et sin X < 0 pour

[6 2 ] f's’annule en T et en ¥

3 2
X 0 3 2?" m
f(x) + 10| —-|0]+
IR EIEE

s

f est croissante sur [0 ; g], décroissante sur [% ; 2”]

3]

puis croissante sur [2—; ;ﬂ .

@ £(0) Let f/(0) = —2sin (—2) = -2 x (_325) _ V3.
OnaT:y= f'(0)(z—0)+ f(0), donc
T:y=+V3z+3.

@ Vrai. f'(m) = —2sin (5”) = —2x (_sg) — V3= f(0)

. Les deux tangentes ont le méme coefficient directeur

\/g, donc elles sont paralleles.

%% % Concentration d’un médicament
(@) C(t) = 10(v(t) — w(t)) avec v(t) = e *2 (a = —0,2) et
w(t) =et(a=—-1).Onav/(t) = —0,2e 0% et
w'(t) = —e!

signe + devant e ¢

. Attention au facteur —1, qui donne un
>0:C'(t) =

-9 670,2t

. Donc, pour tout ¢
10 (—0,2e %% +e7*) = 10e”"

@ C’'(0) = 10 — 2 = 8. Au moment de la prise, la
concentration augmente a la vitesse de 8 mg/L par

heure.

© c'@)
multiplie par £ = >0)
<— 0,8t <Inb < t < 1,25In5. L’ensemble des
solutions est [0;1,25In5[. On a aussi C'(t) = 0 pour
to =1,25In5 ~ 2,01 et C'(t) < 0 pour ¢ > t.

) >0 < 10e ! >2e %% < 5> e (on

(@ €(0) =10(1 — 1) = 0. Avecty = 1,25In5:

t | 0| t |+
cw| + | o | -
C(t) |0, 7| C(to) | O

C est croissante sur [0;¢y] et décroissante sur [t ; +o0].

(suite)
@ Le maximum est C(tp). On a e %% = ¢~ 025105 ¢t
et — g-1,25In5 _ o—025In5 v o~ In5 _ %670,251115‘
Donc C(ty) = 10e 055 (1 — 1) — 8 025 ~ 535
mg/L. Elle est atteinte a ty ~ 2,012 h, c’est-a-dire
environ 2 h 01 min apres la prise.
%* %% Ne pas développer : dériver, factoriser,
étudier
@ (z — 1) est de la forme (ax + b)® avec a = 1, donc sa
dérivée est 3(z — 1)%. (5 —
avec a = —2, donc sa dérivée est
2 x (=2) x (5 — 2z) = —4(5 — 2z). Il ne faut pas

oublier le facteur —2.

2z)? est de la forme (az + b)?

@ On applique (wv)’' = u'v +uwv': f'(z) = 3(z — 1)*(5 —
2z)% 4 (z — 1)3 x (—4)(5 — 2z). On factorise par (z —
1)%(5—2z): f'(z) = (z — 1)%(5 — 2z)[3(5 — 2z) —

4(z —1)] = (z — 1)*(5 — 22)(15 — 6z — 4z + 4). Donc,
pour tout réel z, f'(z) = (z — 1)*(5 — 2z)(19 — 10z).

© @-172>

19-10z >0 < z < 12

Oets’annuleen 1.5 — 2z >0 <— z < g

X | —oo 1

+oo

O |t

P(x) +( 0] +] 0] - +

f est croissante sur ] —00; 10] décroissante sur [1—3 g] et
croissante sur [g ;00 [

@ Faux. f' s’annule en 1 sans changer de signe : f'(z) > 0
de part et d’autre de 1. f est donc croissante sur

} o0 E} et n’a pas d’extremum en 1. Par exemple,
f(0) =—25 < f(1) =0 < f(1,5) = 0,5.

@ Le maximum local est atteint en 13 : f (1) = (%)3 X

6)2 _ 729 36 _ 26244 _ 6561
(8)" = {56 % 3% = 300 = eorg» SOit 1,04976. Avec

f(1) =0et £ (2) =0

X | —oo 1 % g 400
f(x) + 0 + 0 — 0 +
f(x) Lol A&\ |0]|

n ( Dérivervu, u", 1/u, €Y (et Inu) )
*

Automatismes : racines, puissances et

inverses
@ u(z) = 5z — 2,4/ (z) = 5. fi(z) =6 x 5(5z — 2)° =
30(5z — 2)°.

@ fo=u3avecu(z) =2z +1#0et/(z) =2. fij(z) =

—3X2(2$+1) 4*m
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(suite)

@ fs =4x Lavecu(z) =2*+5>0,u/(z) = 2z.
fi@) = 4x (—55) = &%

@ u(z) = 6 — 2z > Osur ] — o0;3[, u'(z) = —2.
i) = 5m = 7w

@ u(z) = 2° — 3z, v/(z) = 2z — 3. fi(z) = 4(2z —
3)(z? — 3z)3.

@ h est définie 1a olt 16 — 2% > 0, soit sur [—4; 4]. Elle est

dérivable seulement 1a ol u(z) = 16 — z2 > 0, soit sur

] —4;4[ (nien —4 ni en 4). Avec v/(z) = —2z, on
obtient h'(m) = 2\/% = \/%
* Automatismes : exponentielles et
logarithmes

@ u(z) = 2z, u/(z) = 2, donc (e*®)’ = 2’ (et non e??).
g1(z) = 3 x 2% = 6e™".
@ w(z) =1— 22, u/(z) = —2z. gh(x) = —2z el .

u(@) = §,v/(2) = — 5. gh(w) = —F et

u(z) =€ > 0sur R, v/(z) = €. gj(z) = e =

u(z) = 2? +4> 0,4/ (z) = 22. g(x) = 12214'

CRONCHO,

u(z) = 3z — 1> 0 sur |3 ;+oof, v'(z) = 3.
96(2) = 7.
%% - Erreurs de copies a corriger
@ Lina a traité e* comme une puissance (ue*~!). Avec
u(z) =2+ 1,u/(z) = 2z : f'(z) = ve* = 2z e,
@ Tom a oublié le signe — et le carré. u(z) = z? — 4z +
5=(x—2)2%+1>0,vu(z)=2z—4:4(z) =

o 2z—4 _ 42z
(22—4z+5)? — (2®—4z+5)"

@ Inés a confondu In'(X) = + avec . u(z) = 5z > 0,
u(z)=5:k(z) = 5% = %

@ Hugo a oublié le facteur v/(z) = —3. m/(z) = —3e 3.
Comme e * > 0, m/(z) < 0 pour tout réel = : m est

décroissante sur R.
%% ' Concentration d’un médicament
@ C est un produit : (8¢)' = 8 et, avec u(t) = fé,
(e 3) = —%e’é.
Donc C'(t) = 8¢5 + 8t x (_%e,%) =4(2—t)e i,
@ Pour tout t, e ¢ > 0, donc C'(t) a le signe de 2 — t :
C'(t) > 0sur [0;2[, C'(2) =0, C'(t) < O sur]2;10].

(suite)

@ t 0 2 10
C'(t) +1o |-
cw) | o | |8 |\ [80e

La concentration est maximale 2 heures aprées la prise :

C(2) =16e ! = L& ~ 589 mg/L.

e
(@) C'(4) =4 x (~2)e 2 = —8e % ~ —1,08. Au bout de 4
heures, la concentration diminue & une vitesse

d’environ 1,08 mg/L par heure.
%% % Une racine dérivable. .. presque

partout
@ f(z) existe si et seulement si 22 — 9 > 0, c’est-a-dire
r< —3oux > 3.
Donc Dy =] — 00; —3] U [3; 4+00[. Sur |3 ; +-00[, on pose
u(z) = 2? — 9. La fonction u est dérivable et u(z) > 0.
Donc f = ,/u est dérivable sur |3 ; +oo[ comme
composée de u suivie de la racine. Comme v'(z) = 2z,

on obtient f'(z) = N% — \/ﬁ'

(b) Onaf(3)=0et f(3+h)=+9+6h+h—9=
V(6 + k). Pour h > 0, h = VA2, donc LEHIE)
. M(;;—hl =4/ % = ,/% + 1. Ce taux d’accroissement
n’a pas de limite finie quand h tend vers 0.
Donc f n’est pas dérivable en 3 : C y a une tangente

!

verticale. On ne peut pas appliquer la formule de (\/u)
en 3, car u(3) = 0.

@ Pour tout > 3,onax > 0et+/z2 — 9 > 0, donc
f'(z) > 0. Ainsi f est strictement croissante sur
]3; +oo. Ensuite, f(5) = V16 =4 et f'(5) = 2. Onen

déduit T : y = 2(z — 5) + 4, soit y = 2z — 2.

@ Non, Sam a tort : (%)’ = —Z—;, avec u? au dénominateur
et non u. Ici, f(z) > 0 sur ]3;+oo], donc g est
s . . ! — ! €T — T
dérivable. On obtient ¢'(z) = L(_lf(w)z =75 X

z2-9 — (zZ—Q)m\/ZZ—Q'
@ Pour tout z > 3,onaz > 0,22 —9 > 0et vzZ2 — 9 > 0,

donc ¢'(z) < 0. Ainsi g est strictement décroissante sur

13 4-o00[.

X 3 —+o00

g(x) [+oo| | O
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* %% La dérivée seconde au secours du signe
de fr
@ Nora a oublié le facteur u' : €** = e“®) avec u(z) = 2z
et v/(z) = 2, donc (%)’ = 2e?® et non €?*. Pour tout
réel z, f'(z) = 2% — 4e” + 2.
@ Pour tout réel z, f”(z) = 4 — 4e® = 4e”(e” — 1), car
e’ = e® x e”. Comme 4e” > 0, f”(z) a le signe de
e’ — 1. Ce facteur est négatif pour x < 0, nul en 0 et
positif pour z > 0, car la fonction exponentielle est

strictement croissante et ¢ = 1.

@ f' est décroissante sur | — 0o ; 0] et croissante sur

[0; +00]. Elle atteint son minimum en 0, qui vaut
F(0)=2—4+2=0.

X -oo| 0 | 4o
)| — | 0| +
Px)[ | O

@ Le minimum de f’ sur R vaut 0.
Donc f'(z) > 0 pour tout réel z, et ’égalité n’a lieu
qu’en z = 0. Ainsi f est strictement croissante sur R.

Remarque : on vérifie que f'(z) = 2(e” — 1).

@ Ona f(0) =1—4+0=—3et f/(0) = 0. La tangente a
pour équation y = 0 X (z — 0) — 3, soit y = —3. Elle est
horizontale, et pourtant f n’a pas d’extremum en 0, car

f' ne change pas de signe en 0.

% %% Croissance d’une culture de bactéries
@ On pose u(t) = 1+ 9e~%%. Alors u/(t) = 9 x
(—0,5)e™0% = —4 5¢=05%. La fonction u est dérivable et
u(t) > 1 > 0, donc u(t) # 0. Ainsi N = 10000 u " est
dérivable sur [0; +oo[. Avec (u 1) = —u'u"%, on

. —0,5t —0,5t
obtient N'(t) = 10000 x ;*2&mmr = {Foe 5wy

@ On a e 05 > 0 et un carré strictement positif au
dénominateur, donc N'(t) > 0. Ainsi N est strictement
croissante sur [0; +oo[ : le nombre de bactéries

augmente sans cesse.

() Ona N(0) = 120% _ 1000 et N'(0) = 590 — 450. La
tangente a pour équation y = 450t + 1000. Au début
de l’observation, la population croit a la vitesse de 450

bactéries par heure.

@ Maél a dérivé In comme si N (t) était la variable : il a
oublié le facteur N'(t). Comme N(t) > 0,ona
(InN)y = X

(4} _ 450006 %%  149e %% _ 45e %%
Donc L'(t) = fge5sr X g0~ = Tioe0s- Bn
5t

multipliant le numérateur et le dénominateur par %%,

on obtient L'(t) = e[]_é;%-

(suite)
@ OnaL'(0) = ¥ = 0,45. Avec v(t) = " + 9 et
(t) = 0,560, ona (L) (1) = 4505
2,255 0

oy
Donc L’ est strictement décroissante sur [0; +o00[. Au

départ, la population augmente de 45 % par heure
environ. Ce taux relatif diminue ensuite au fil du

temps.

( Dérivée seconde )

[ Ex. 29 R

@ f'(z) = 4z — 92 + 5, puis f”(z) = 122% — 18z.

Calculer des dérivées secondes

@ u(z) =3z + 2,4/ (z) =3: fl(z) =5x3(3z+2)" =
15(3z + 2)*, puis f"(z) = 15 x 4 x 3 (3z + 2)® =
180(3z + 2)3.

@ u(z) = 22 + z, o' (z) = 2z 4+ 1: f'(z) = (22 + 1)e* =
On dérive ce produit : f(z) = 2¢*** + (2z + 1)(2z +
1)e” t* = (422 4 4z + 3)e™ 17,

@ f(@) = — g = — (= +3) %, puis f(x) =

3 _ 2
—(=2)(=+3) " = -
. 2(z—1)—2z — —

@ Quotient : f'(z) = %2— = wa_Ql)q =—2(x—1)72
puis f/(z) = 4(z —1)73 = —(zfl)s.

@ Produit uv avec u(z) = z + L et v(z) = ¥, v/(z) = 1,
v'(z) = 2% : f'(z) = e* + 2(z + 1)e*® = (2z + 3)e*".

N

@ Faux. Contre-exemple : f(z) = 22, f’(z) = 2 > 0, mais

f'(z) =2z < 0sur ]| — 00;0[, donc f est décroissante

Ce que dit (ou ne dit pas) f"

sur | — 00;0]. f > 0 dit seulement que f’ est

croissante.

@ Faux. f" = (f')', pas (f')%: f'(z) = 322, donc
f'(z) = 6z.

@ Faux. f'(z) = 3z — 12z et f"(z) = 6z — 12, doncon a
bien f”(2) = 0. Mais f'(2) = 12 — 24 = —12 £ 0, donc
f n’a pas d’extremum en 2. f”(2) = 0 n’apprend rien

sur f 2 lui seul.

@ Vrai. f” < 0, donc f’ est strictement décroissante sur
R. Comme f'(0) =0,0na f'(z) > 0 pour z < 0 et
f'(z) < 0 pour z > 0: f est croissante sur | — oo ;0]
puis décroissante sur [0; +oo[. Elle admet donc un

maximum en 0.

@ Vrai. f'(z) = 3¢%7, puis f’(z) = 3 x 33% = 9¢*.
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%% - Lesigne de f’ gracea f"
@ f'(z) = 2e*® — 4z. C’est la différence de deux termes,
dont 'un change de signe : le signe ne se lit pas

directement.

@ f"(z) = 4e*® — 4 = 4(e*® — 1). La fonction
exponentielle est strictement croissante, donc

e >1=e<—=22>0<=2z>0.

Donc f"(z) < 0sur] —oo;0] et f’(z) > 0sur [0; +oo].

@ X -oo | 0 | 400
x)| — 0 +
P [\ | 2|

f' est décroissante sur | — 0o ; 0] et croissante sur

[0; +00[. Son minimum vaut f'(0) = 2e° — 0 = 2.

@ Pour tout réel z, f'(z) > 2 > 0.

Donc f est strictement croissante sur R.

%% = Un ressort qui oscille
@ z est dérivable comme composée de t — 2t par cos :
v(t) = 3 x 2 x (—sin(2t)) = —6sin(2t)

(en cm/s).

@ a(t) = —6 x 2cos(2t) = —12cos(2¢t) (en cm/s?).
Donc a(t) = —4 x 3cos(2t) = —4z(t).

@ z(0) =3cos0 =3 cm,v(0) = —6sin0 =0cm/set
a(0) = —12cos0 = —12 cm/s2. A t = 0, la vitesse est
nulle mais 'accélération ne I’est pas : la vitesse varie
(elle devient négative), donc le ressort ne reste pas

immobile, il repart vers = 0.

@ Non. On a bien a (l-r) = —12cos (%) = 0 cm/s?. Mais
v (%) = —6sin (%) = —6 cm/s # 0 : a cet instant, le
ressort passe en ¢ = 0 4 6 cm/s. Une accélération nulle
veut dire que la vitesse ne varie pas a cet instant, pas

qu’elle est nulle.

@ Pourt € [0;5],2t € [0;%], donc cos(2t) > 0 et a(t) <
0 : v est décroissante. Pour ¢t € [% ; %] , 2t € [% ;ﬂ'} s
donc cos(2t) < 0 et a(t) > 0 : v est croissante. Le

minimum de v est v (%) = —6cm/s.

% %% Etudier une fonction avec un
logarithme gréice a f”
@ zIn(z) est un produit u x v avecu = z, v’ = 1,
v=Ilnz, v = % Pour tout réel z > 0 :
fl(z)=1xlnz+zx 2

;—lenm—i—l—x.PuiS
Pla)=1-1=L=

(suite)
@ Pour z > 0, f’(z) alesignede 1 — z : f"(z) > 0 sur
10;51], f"(1) =0et f"(x) < 0sur |1;+oo].
Donc f’ est croissante sur |0; 1] et décroissante sur
[1;400[,avec f/(1)=In1+1-1=0.

X 0 1 +oo
£(x) + 0 —
£(x) S0 N

@ f' admet un maximum en 1, qui vaut f'(1) = 0.
Donc pour tout réel z > 0: f'(z) < 0, avec égalité
seulement en x = 1. Ainsi f est strictement

décroissante sur |0 ; +oo].

_ 1 _5 —
@ f(1)=1xInl—3+3=3et f(1) =0. La tangente a
pour équation y = f'(1)(z — 1) + f(1), soit y = 3 : elle

est horizontale.

@ Non. f"(1) = 0 ne dit rien de f a lui seul. Ici on a méme
f'(1) = 0, et pourtant f est strictement décroissante
sur |0 ; +o0o[ (question précédente) : f' ne change pas de
signe en 1, donc f n’a pas d’extremum en 1.

% %% La pente la plus forte d’une courbe en
cloche

@ f = e* avec u(z) = —2z2%, dérivable sur R, et
u/(z) = —4z. f est dérivable sur R comme composée de

u suivie de I’exponentielle. Pour tout réel z : f'(z) =

o (z)et®) = —4g e 20,

@ f est un produit u X v avecu = —4zx et v = e 2. Noé
a traité —4x comme une constante et oubli€ le terme
Wv. Avec ' = —det v/ = —dze 2 ; f(z) =
—4e 2" 4 (—4z)(—4z)e ' = (1622 — 4)e 2 =
42z — 1)(2z + 1)e 2.

@ Comme e~2" > 0, f”(z) a le signe de 422 — 1 : il est

positif en dehors de [—% ; %] et négatif a 'intérieur. On
1\ _ o1 _ 2 1y _ 2
af(-3)=27=Zetf(3)=-7%

X |zoo| @ 3 +o0
(%) + 0 — 0 +
f(x) ya % N —% /!

@ Le coefficient directeur de la tangente au point
d’abscisse z est f'(z). Sur | —00; 3], le tableau donne
f'(z) < f'(-3).Pourz > 0, f'(z) = —4z e <0<
7
Donc le plus grand coefficient directeur est atteint en

=_1
T=—3.
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(suite)
() f(-}) =et = L Fquation:y = 2 (z+ ) + &,
soit y = %(m +1).
* %% Elimination d’un médicament
@ C=tavecu=4t,v' =4, v=1>+1,v =2t. C'(t) =
2 — .
At 62111;1?% = ?Sﬂt)z) Pourt > 0, C'(t) alesigne de 1 —
t : C est croissante sur [0; 1] et décroissante sur
[1;+o0[, avec C(1) = 2.

t 0 1 +oo
C(t) +10 | -
Ct)| o | | 2|\

® o) =

4(1 — %) x (t* + 1)~ 2 : on dérive un produit.

C"(t) =
422+ 1) 2+ (1) x (-2) x 2t (2 +1)73] =
A[-26(*4+1) 4t(1-#)] _ se(-3)

(t2+1)3 - (T3

@ Pourt > 0,8t > 0et (> +1)® > 0: C"(t) ale signe de
— 3. Tl est négatif sur |0 ; /3] et positif sur |/3 ; +oo].
Donc C' est décroissante sur [0;+/3] et croissante sur

[V/3;+ool. C'(0) = 4et C'(v3) = L2 = L.

t 0 V3 400
aowyl o] - o+
o | 4| N |2

@ C' atteint son minimum —1 en ¢t = v/3. La
concentration baisse donc le plus vite a ¢t = /3 ~ 1,73
h, soit environ 1 h 44 min, a la vitesse de 0,5 mg/L par

heure.

@ Non. Pour t > /3, C"(t) > 0: c’est C' qui est
croissante, pas C. Pour t > v/3,onat > 1, donc
C'(t) = %«L—f); < 0:la concentration continue de
baisser, mais de moins en moins vite.

B ( Etudier une fonction composée )
x
@ u(z) = 22 — 6z et ' (z) = 2z — 6, donc f/(z) = (2z —

62 > 0, f'(z) a le signe de 2z — 6.

3: f est croissante sur [3; +o00].

Ecarter le facteur de signe connu

2_ 2_
6) e* %, Comme e®

11 est positif pour z >

@ u(z) = 22 + 2z + 5 et v'(z) = 22 + 2. Le discriminant
vaut 4 — 20 = —16 < 0, donc v > 0. On obtient

i _ 2z42 _ z+1
= e = Jashast
f (113) 2vVz24+2z+5 Va242z+5 Co €

Va2 +2z+5>0, f/(z)alesignedez + 1: f est

croissante sur [—1; +o0].

(suite)
@ f(z) = u(x

strictement positif, donc f’(z) a le signe de —2z. Il est

(12+3)2 Le carré (z2 + 3)2 est

positif pour z < 0 : f est croissante sur | — 0o ;0].

@ Avec la dérivée d’un produit : f'(z) =1 x ¥ + z X
2e% = (1 + 2z) e*®

1+ 2x : f est croissante sur [—— +oo[

. Comme e*® > 0, f'(z) ale signe de

@ u(z) = > +1 > 0, donc f'(z) = Z/(Z) = 3., Comme
22+ 1> 0, f/(z) alesigne de 2z : f est croissante sur
[0;4o00][.

x
dériver

@ u(e)

croissante. Une fonction croissante appliquée a une

Variations d’une composée sans
= —3x + 1 est décroissante sur R et g = exp est

fonction décroissante donne une fonction décroissante :

f est décroissante sur R.

@ u(z) = 5 — 2z est décroissante sur I, a valeurs dans
[0;400[, et g = / est croissante sur [0; +oo.

Donc f est décroissante sur 1.

(© ul=)

dans |2 ; 400[. g(t) = 1 est décroissante sur |0 ; +00].

= 4/z + 2 est croissante sur |0 ; +oo, & valeurs

Les sens sont contraires, donc f est décroissante sur 1.

@ u(z) = e + 1 est croissante sur R, & valeurs dans
|1;+00[. g(t) = t3 est croissante. Les deux ont le méme

sens, donc f est croissante sur R.

@ u(z) = 4 — z est décroissante sur I, a valeurs dans
]0; +00], et g = In est croissante sur |0 ; +o0].

Donc f est décroissante sur I.

® u(z) =

croissante.

L est décroissante sur ]0; +oo[ et g = exp est

Donc f est décroissante sur 1.

%%~ Le maximum d’une exponentielle
@ f = expou avec u(z) =

Donc f est dérivable sur R comme composée de

—z? + 2z + 3, dérivable sur R.

fonctions dérivables. Pour tout réel z, f'(z) =
W (z) eul(@ — (—2z +2) e @ +2e+3

@ Comme e @243 > f'(z) ale signe de —2z + 2. Ce

facteur est positif pour < 1, s’annule en 1 et est

négatif pour z > 1. f(1) = e 1723 = e’
x |-o00 1 +o0o
f(x) +]10 | -

fx)| 0| Alet|N\y]| O
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(suite)

@ Non. Le maximum est atteint en x = 1, 1a oli u atteint
son maximum u(1) = 4. Mais f(1) = e“!) = e* ~ 54,6.
Lina a confondu le maximum de u avec celui de f : la

valeur exacte est e’.

@ Ona0 <1< e Sur]—o0o;1], f croit de 0 (limite) a e*
et passe une fois par la valeur 1. Sur [1; 400, elle
décroit de e? vers 0 et y passe encore une fois. Il y a
donc 2 solutions. Vérification : e®) =1 <= wu(zx) =
0 <= —z?+ 22+ 3 =0. Le discriminant vaut 16,
d’ot z = —1 ou z = 3 : on retrouve deux solutions, une

de chaque co6té de 1.

%% '~ Racine d’un trindme : domaine,
variations, tangente

@ A =16 + 20 = 36, d’ou les racines x =

T = %;6 = —1. Comme a = —1 < 0, le trmome est

positif entre ses racines. f est donc définie sur [—1;5].

=6 _ 5t

Comme 4/ est dérivable seulement 1a ot u > 0, f est
dérivable sur | — 1;5].

@ u(m):f:v2+4z+5etu'( ) = —2z + 4. Pour tout

—2x+4 _ 2—x
de] —1;5[, f'(z) = 2\/7 2V —a2+d4z+5 Va2 +dzt5’

@ Comme v/—z? + 42+ 5 > 0sur| —1;5[, f/(z) ale

signe de 2 — x. Vérification des valeurs :
F(-1)=v0=0,7(5) =v0=0et f(2) =
JAT875=9=3.

x [—1 2 5
f(x) + 10 —
fx)| o | A3 [\ ]0

Le maximum de f est 3, atteint en x = 2.
@ ra = 2v2et /(1) =

pour equatlon Y= {(m -1+ 2\/5, soit

y—{m+7‘[

= ﬁ. La tangente a

%% %* Logarithme d’un trindéme : domaine,
maximum, solutions
@ 62 — 2 = 2(6 — ) est un trindme de racines 0 et 6,

avec a = —1 < 0 : il est strictement positif entre ses
racines, c’est-a-dire sur |0 ; 6], et négatif ou nul ailleurs.
Comme In u n’existe que si u > 0, f est définie sur
]0;6[. Sur cet intervalle, u(z) = 6z — z? est dérivable et
strictement positive, donc f = Inu est dérivable sur

]0; 6] comme composée.

(suite)

@ Avec u(:c) =6z —z’etu/(z) =6 — 2z,0ona f'(z) =
ACI
6z — z2 est strictement positif, je 'écarte : f'(z) ale

=% . Pour tout z de ]0; 6[, le dénominateur

signe de 6 — 2z, positif sur ]0; 3], nul en 3, négatif sur

13;6[. f(3) =In(18 —9) =In9 =21n3.
X 0 3 6
f(x) + 0 -

fx) [ —oco| /" |2In3| N\, [—o0

Donc f est croissante sur ]0; 3] et décroissante sur

[3;6].

(<) Siz €]0;6, alors 6 — z €]0;6[ et 6(6 — z) — (6 — z)2 =
36 — 6z — 36 + 12z — 22 = 6z — 2.
Donc f(6 — z)

rapport a 3 ont la méme image : le tableau est

= f(z). Deux abscisses symétriques par

symétrique autour de 3, oul f atteint son maximum. On

retrouve la méme limite —oo en 0 et en 6, et par
exemple f(1) = f(5) =1Inb5.

() Ona2<n9care? ~ 7,39 < 9. Sur |0;3],  croit
strictement de —oo a1n9 : elle prend la valeur 2 une
seule fois. Sur [3; 6], elle décroit strictement de In9 a
—oo : encore une fois.

Donc f(x) = 2 a exactement deux solutions. Par contre
In9 < 3car 9 < e ~ 20,09 : le maximum de f est

inférieur a 3, donc f(z) = 3 n’a aucune solution.

() f(1) =In(6—1) =In5et f/(1) =
a pour équation y = (w —1)+1In
Y= gm - 3 +In5.

g— = %. La tangente
5,

soit

* %% Dérivée seconde : du signe de " au
signe de f7
@ x +— 2 est de la forme g(ax + b) avec g = exp, a = 2,
b = 0 : elle est dérivable sur R de dérivée 2e?*. f est
donc dérivable sur R comme somme de fonctions
dérivables, et f'(z) = § x 2¢*® — 2z — 1 =e** — 22 — 1.
De méme f"(z) = 2e2z —2=2(e?* —1).
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(suite)

@f”(m)>0 = e >1=¢e < 22>0 < z >0,
car exp est strictement croissante.
Donc f" est négative sur | — 0o ;0[, nulle en 0, positive
sur J0; +oof. f/(0) =e’—~0—-1=0.

X —oco| 0 | 400
(x)| — 0 +
PE) | N | 0|
f' est décroissante sur | — 0o ; 0], croissante sur

[0; +oo.

@ D’apreés le tableau, f' a pour minimum f'(0) = 0 : pour

tout réel z, f'(z) > 0, avec égalité seulement en z = 0.

Donc f est strictement croissante sur R. f(0) = 3.

bd —00 0 —+o00
£(x) + 10
fx) [ —o0o | /| & | /|40

+

@ Non. Ici f” s’annule en 0 en changeant de signe : c’est f’
qui admet un minimum en 0, égal 2 0. Mais f' ne
change pas de signe, donc f est strictement croissante
et n’a aucun extremum. En 0, f/(0) = 0 et f(0) = 1 :1a

tangente est horizontale, d’équation y = %

@ f est strictement croissante sur R, de —oo a +00 : elle
prend la valeur 0 une seule fois. f(z) = 0 a donc une
unique solution, notée a. f(—2) = je™ 4 —44+2=

et -2~ 1,99 <0et f(-1) =ge2-1+1=

%6_2 > 0. Comme f est strictement croissante et que

f(=2) < f(a)=0< f(-1),ona—-2<a< —1.
*%* Modele : le débit d’une riviére en crue

@ g = exp et u(t) = 0,5¢t — 0,05¢2. u est un trindme avec
a = —0,05 < 0, de sommet en t = —% =D5:uest
croissante sur [0; 5] et décroissante sur [5;10]. g est
croissante sur R, donc g o u a les mémes variations que
u. On multiplie par 20 > 0, ce qui ne change pas le sens.

Donc D est croissante sur [0; 5] et décroissante sur
[5;10].

@ Non. Le maximum est bien atteint en ¢ = 5, 1a ol u est
maximale, mais il vaut D(5) = 20 e*(5) = 20 e!?%, pas
20 x 1,25. Le débit maximal est 20 e"?> ~ 70 m3/s.

(suite)
(<) D(0) =20’ = 20 et u(10) = 5 — 5 = 0, donc
D(10) = 20¢® = 20.

t | o 5 10
D(t)| 20 | 7 |20e2% | N, | 20

Le débit revient a sa valeur de départ au bout de 10

jours.

@ Comme In est strictement croissante : D(t) > 50 <—
et > 25 < u(t) >1In25 < 210t +
201n2,5 < 0 (on multiplie par —20). A =100 —
801n2,5 ~ 26,70 > 0. Les racines sont t; = 5 —

V25 —20In2,5~ 2,42 et t; =5+ /25 —20In2,5 ~
7,58, toutes deux dans [0;10]. Aveca =1 >0, le
trindme est négatif entre ses racines : I’alerte dure sur

[t1;t2], soit environ 5,2 jours.

@ D =20€" avec v/(t) = 0,5 — 0,1t, donc D'(t) =
20(0,5 — 0,1t) e%5t-0.05¢" — (10 — 2¢) €25t -005"  (Vest
bien du signe de 10 — 2¢, comme prévu a la question 1.
D'(0) = 10 et D(0) = 20, donc la tangente a pour
équation y = 10t 4 20. Au début de la crue, le débit

augmente d’environ 10 m3/s par jour.

( Problémes type bac )

[ Ex. 43 B

composée

@ u(z) = 4z — z? et u'(z) = 4 — 22 : u admet un

maximum en 2, qui vaut u(2) = 4. La fonction

Automatismes : extremum d’une

exponentielle est croissante, donc f a les mémes
variations que u. Maximum en 2 : f(2) = e*

(et non 4).

@ u(z) = 22 — 6z + 10 et v/(x) = 2z — 6 : uw admet un
minimum en 3, qui vaut ©(3) = 1 > 0. La fonction

racine carrée est croissante, donc minimum en 3 :

F3) = Vi=1.

@ u(z) =2 +2z+5>0(car A = —16 < 0) et u'(z) =
2z + 2 : u admet un minimum en —1, qui vaut
u(—1) = 4. £ ales variations contraires de u, donc

maximum en —1: f(—1) = 1.

@ u(z) = 22 — 2z + 3et u'(z) = 22 — 2 : w admet un
minimum en 1, qui vaut u(1) = 2. Méme sens que u,

donc minimum en 1: f(1) = €2.

@ u(z) = 22 — 4z + Tet u'(z) = 22 — 4 : w admet un
minimum en 2, qui vaut u(2) = 3. La fonction cube est

croissante sur R, donc minimum en 2 : f(2) = 3% = 27.
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(suite)
@ u(z) = 2 + 8z +20 > 0 (car A = —16 < 0) et u'(z) =
2z + 8 : u admet un minimum en —4, qui vaut
u(—4) = 4. La fonction In est croissante, donc

minimum en —4 : f(—4) = In4.

x
@ f'(z) = 2e?*4, donc f(2) = e’ =1let f/(2) =2.La
tangente a pour équation y = 2(xz — 2) + 1, soit

Automatismes : tangentes

y =2z — 3.

@ f'(z) =3 x 2z x (2* — 3)? = 6z(2® — 3)2, donc f(1) =
(—2)® = —8et f/(1) = 6 x 4 = 24. La tangente a pour
équation y = 24(x — 1) — 8, soit y = 24z — 32.

@ fl(z) =2 x ﬁ = (mg—ﬁ)z,doncf(l) =1let
f'(1) = 3t = —1. La tangente a pour équation

y=—(z—1)+1,s0ity = —z + 2.

@ f'(z) = $25, donc f(1) =In1=0et f'(1) = 3. La
tangente a pour équation y = 3(z — 1), soit y = 3z — 3.

@ fl(z) = ﬁ = ﬁ La tangente est parallele a la
droite si f'(z) = 1, donc v/2z +1=3,dou2z+1=9
et ¢ = 4. Comme f(4) = 3, le point cherché est (4; 3).

@ f'(z) = 3e%*~1. La tangente au point d’abscisse a a pour
équation y = 3¢ 1(z — a) + €371, Elle passe par O si
e**1(1 - 3a) = 0. Comme €** ! > 0, on obtient a = 3.
Le point est (% ; 1) et la tangente a pour équation

y = 3x.
%% '~ Concentration d’un antibiotique
@ C est dérivable sur [0;10] comme produit de fonctions
dérivables. On pose u(t) = 8t et v(t) = e~ %%, d’olt
u/(t) = 8 et v/(t) = —0,5e¢ %%, On obtient C'(t) =
8e 0% — 4t e 05t = 4(2 — t) e 05

@ Ona4 > 0ete %" > 0,donc C'(t) alesignede2 — ¢ :
il est positif sur [0; 2] et négatif sur [2;10]. On a
C(0) =0,C(2) = 16e ! et C(10) = 80e® ~ 0,54.

t 0 2 10

C'(t) + 0 -
Ct)| 0 | 7 [16e71]| ~, [80e~®

C est croissante sur [0; 2] et décroissante sur [2;10].

@ Le maximum est atteint pour ¢ = 2, c’est-a-dire 2
heures aprés I'injection. Il vaut C(2) = 16e ! ~ 5,89
mg/L.

@ C'(0) = 4 x 2 x €% = 8. Juste apres I'injection, la
concentration augmente a la vitesse de 8 mg/L par

heure.

%% ' Fonction auxiliaire et signe de f7
@ g est dérivable sur R et ¢'(z) = 2e** — 2 = 2(e?* — 1).
La fonction exponentielle est strictement croissante,
donc €2 > 1 = &0 équivaut a 2z > 0, c’est-a-dire a
z > 0. Ainsi ¢'(z) < Osur ] — 00;0][, g'(0) =0 et
g'(z) > 0sur]0;+ool.

@ X -0 | 0 |+oo

gx) | - 0 +
gx) || 0|

g admet un minimumen0:g(0)=1—-0—1=0.0Ona
donc g(z) > 0 pour tout réel z, avec égalité seulement

enx = 0.

@ f est dérivable sur R et f'(z) = 1 x 2e* — 2z — 1 =
e’ — 2z — 1, donc f'(z) = g(z).

@ Pour tout réel z, f'(z) = g(z) > 0, et f' ne s’annule
qu’en 0.

Donc f est strictement croissante sur R.

@ Ona f(0) = 5 et f/(0) = g(0) = 0, donc la tangente a

1
2

est strictement croissante sur R, mais f'(0) = 0. Une

pour équation y = = : elle est horizontale. Léa a tort : f
dérivée positive qui ne s’annule qu’en des points isolés
suffit.

% %% Une famille de fonctions et un

parametre

@ fr est dérivable sur R comme produit de fonctions

dérivables, car x — e k=

est de la forme e* avec u(z) =

—kz et v/(xz) = —k. On pose v(z) = 2z + 1, donc

v'(z) = 2, et w(z) = e ¥ donc w'(z) = —ke *2. Alors

fi(x) = 2% + (22 + 1)(—k)e ** = (2 — 2kz — k) e **
. On obtient bien f](z) = (2 — k — 2kz) e 7*2.

@ Comme e ** > 0, f/(z) ale signe de 2 — k — 2kz. C’est
une fonction affine de coefficient —2k < 0, qui s’annule
en xy = % = % — % Elle est positive avant z; et

négative apres.

x —oo | zy | 4o
filz)| + 0 -
fe(@) | 7 |max| X\,
Calcul du maximum : 2z + 1= 2% +1=2

k
—kzy = -k = % — 1. Le maximum de f; vaut donc

2
fr(mo) = 2ef 1.

et
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(suite)
@ Ona f;(0) =1 x e” = 1et f,(0) = 2 — k. La tangente a
donc pour équation y = (2 — k)(z — 0) + 1, soit
y = (2 — k)z + 1. Elle passe par A(3;—2) siet
seulement si —2 = 3(2 — k) + 1, c’est-a-dire

3(2—k) = —-3,donc 2 — k = —1. On trouve k = 3.

1 — 1= —1 Le maximum vaut
1L 2 PN —92
? = £,/e. Arrondi 2 1072, ce

maximum vaut environ 1,10.

%%k Dérivée seconde et tangente paralléle

@ f est dérivable sur |0 ; +-00[ comme somme de fonctions
dérivables. Pour e* avec u(z) = 2z — 1, on a v/(z) = 2,
donc (e** ')’ = 2e* 1. On obtient f'(z) = 2¢** ' — 1.
De méme, f’ est dérivable sur |0 ; +oo[ et f(z) =

2x—1 1
4eT +a:_2

@ Pour tout = > 0, on a 4e?*~1 > O et ;17 > 0, donc
f"(x) > 0. Ainsi f’ est strictement croissante sur
]0; +oc0[. De plus, ' (3) = 2e? — 2 = 0. Comme f’ est
strictement croissante et s’annule en 1 : f/(z) < 0 sur
1053 et f'(x) > Osur |3 ;+oo].

@ x 0 : +o0
=) | - 0 +
fl@)| \y|1+n2| &

f est décroissante sur ] 0; %] et croissante sur [% ;oo [
Son minimum vaut f (%) =e’—In % =1+ 1In2, soit

environ 1,69.

@ Une tangente au point d’abscisse a est parallele a D si
et seulement si f'(a) = 2e — 1. Or f/(1) = 2! — 1 =
2e — 1. Comme f’ est strictement croissante, elle ne
prend cette valeur qu’une fois : @ = 1 est la seule
solution. Ona f(1) =e —1In1 = ¢, donc
y = (2¢ — 1)(z — 1) + e. L’équation réduite est
y=(2e—-1)z+1—e.

% %% Le point de la piste le plus proche du
refuge

@ RM = /(z —2)%2+ (vz — 02 = Vz? — 4z + 4 + z.
On obtient bien d(z) = /x2 — 3z + 4.

@ On pose u(z) = z? — 3z + 4. Son discriminant vaut
9—16 = -7 <0, donc u(z) alesignedea =1:
u(z) > 0 pour tout réel z. Ainsi d = /u est dérivable

sur [0 ; +00[ comme composée, avec u > 0. On a

uw'(z) =2z — 3, donc d'(z) = #\/%_M

(suite)

@ Comme 2v/z? — 3z +4 > 0, d'(z) a le signe de 2z — 3,

qui s’annule en 2. On a d(0) = 2.

b4 0 % “+o0
d'(z) -1 0|+
da) | 2 |\ | E ]|/

d est minimale en z = g Le point le plus proche est

3. /3 ; 3.6
Mo (5 5 \/;), soit M() <§ ’T)‘
7 ini u(3)=29_2 =1
@ Non. ; estlermmmumdeu.u(ﬂ =37—5+4=30r
d = \/u atteint son minimum 2 la méme abscisse, mais
ce minimum vaut \/g = 4 Inés a confondu le
minimum de u et celui de ,/u. La distance minimale est

lg ~ 1,323 km, soit environ 1323 m.

benprofparticulier.fr - 13



