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Deérivées usuelles, sommes et
multiples

* Dériver des polynomes terme a terme

@ f'(z) =6 x 5z*

constante 11 a pour dérivée 0.

—4x322+0=30z"—122%:1a

@g(w):%ac—TrQ,doncg'(m):ixl—O:%:ﬂzestun

nombre, sa dérivée est nulle.

@ /2 est un facteur constant, il reste :

h'(z) = v/2 x 322 +5 = 3222 + 5.

@ k(z) = —ia* + 32? — z, donc k'(z) = —§ x 4a® + 3 x
2 —1=-% +6z— 1

@ m(z) =7— 2:c+1:v doncm()—072+%x6w5—
225 — 2.

@ p'(z) = 2 x 52* — 0 = 32" : /7 est une constante.

Cex 2 B

carrée

@ f(z) =522 donc f'(z) =5 x (-2)z 3 = -1,

® g() =
passe de —5 a —6, pas a —4.

@h'( J=6x g () =L+ &

@ k(z) = —x‘3 donc k'(z) = % x (=8)z 4= 7%_

@m()_SX \[ 'X2$—0_f+m

® n(z) =

28
0==5

Puissances négatives, inverse et racine

~T7z 4 ++/3,donc n/(z) = —7 x (—4)z°® +

%% Nombre dérivé et tangentes

@ f est dérivable sur |0 ; +-00[ comme somme de fonctions

dérivables sur cet intervalle. Pour tout réel z > 0 :

f’(m):2xﬁ+8x(_é):%_%‘

(®) /(1) =1—8=—Tet f(1) = 2+ 8 = 10. Tangente :
y=f(1)(z—1)+ f(1) = —7(z — 1) + 10, soit
y=—Tz+17.

() Ff@)=1—2—0ct f(4) =2x2+2=6.Le
coefficient directeur est nul : la tangente est

horizontale, d’équation y = 6.

@ Non. f'(4)

fonction, qui 4 tout réel z > 0 associe - — 5. Elle

v
prend d’autres valeurs, par exemple f'(1) = 77 #0.

est un nombre : f'(4) = 0. f est une

Donc f’(4) est nul, mais f’ n’est pas la fonction nulle.

%% '~ Repérer et corriger I’erreur

@ L’exposant baissede 1: —4 — 1 = —5.
Donc (z *)' = —42 % = — % pour z # 0.

@ Le signe — est oublié : (2)' =9 x (—%) = — 2.

@ Sacha a dérivé le dénominateur. On réécrit & = 2z,

donc la dérivée vaut 2 x (—3)z~* = —£.

@ |z| n’est pas dérivable en 0 : le taux J%[ vaut 1sih >0

et —1si h < 0. La dérivée vaut —1 sur ]

]0; +ool.

—00;0[ et 1sur

@ Enz =0, 21% n’existe pas (division par 0) : 4/ n’est
pas dérivable en 0. La formule n’est valable que sur
105 400l
%% % Retrouver une fonction a partir de sa
courbe
@ On écrit f(z) = ay/z + bz . Les fonctions = — /Z et
z % sont dérivables sur |0 ; +o0].
Donc f est dérivable sur ]0; +00[ comme somme de
multiples de fonctions dérivables. Pour tout réel z > 0 :
f(= )fa><2\/—+b><( z2):2;&57
signe — qui vient de (m)l

z—b2. Attention au

@ A € Cy donne f(4) = 4, soit 2a + & = 4, c’est-a-dire
8a + b = 16. Le coefficient directeur de la tangente en A
est f'(4) =
par 16 et on obtient 4a — b = 32.

a b a b _o. ipli
4 — 15- Onadonc 7 — 1z = 2 : on multiplie

@ On additionne les deux équations : 12a = 48, donc
a =4.Puisb =16 — 8a = —16.
Donc pour tout réel z > 0, f(z) = 4y/z — L&
Vérification : f(4) =8 —4=4et f(4) =%+ L =2.

@ f(16) = = 44/16 — 16 =16 — 1 =15: c’est 'ordonnée du
point. Pourtoutw>0 f(:z:)z zﬁ—l—m—z: %—i-i—g,
donc f/(16) = 3 + 5% = 1 + 1= = & : C’est la pente. 11
ne faut pas confondre ces deux nombres. La tangente a
pour équation y = f'(16)(z — 16) + f(16) = &(z —
16) + 15, soit y = %z + 6.

% %% Valeur absolue, racine carrée et
dérivabilité

@ Siz >0, |z| = z,donc g(z) =z + 2z = 3z. Siz < 0,
|z| = —z, donc g(z) = —z + 2z = z.

@ Sur ]0

g(z) = z, donc ¢'(z) = 1.

; +0o|, g(x) = 3z, donc g'(z) = 3. Sur ] — 00; 0],
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(suite)
@ g(0) = 0, donc ’ﬁ%‘@l = M;—% Sih > 0, ce taux vaut
3—: =3.Sih <0,il vaut % = 1. Quand h se rapproche
de 0, le taux ne se rapproche pas d’un seul nombre : il
vaut 3 a droite de 0 et 1 a gauche. Il n’y a donc pas de

nombre dérivé en 0 : g n’est pas dérivable en 0.

@Sur ;+00[, |z| = z, donc k(z) = v/ — 3z + 27. La
fonction z — —3z + 27 est dérivable sur R, et  — /T
est dérivable sur |0 ; +o00|.

Donc k est dérivable sur |0 ; +oco[ comme somme de
fonctions dérivables. En revanche, k n’est pas dérivable
en 0 : sinon, /= = k(z) + 3z — 2 serait dérivable en 0,
ce qui est faux. 27 est une constante, donc sa dérivée

est nulle. Pour tout réel z > 0, k'(z) = 2\f - 3.

@ La tangente est horizontale quand k'(a) = 0, soit
2\/— = 3, c’est-a-dire v/a = 6, donc a = 36 Alors
1y _1_3 —
k() =g mt2m=§—t+2r=g+2m

%% Minimiser un coiit moyen
@ On écrit CM (z) = 3z + 3 + 32z . CM est dérivable
sur [1;20], qui ne contient pas 0, comme somme de
fonctions dérivables. Pour tout réel z de [1;20] :
CM'(z) = +0+32x (—%) = 1 — &. La constante
3 disparalit, et (%), = % On met au méme

PR 264
dénominateur : CM'(z) = 5=

@ Pour tout z de [1;20], 22> > 0, donc CM’(z) a le signe
dez? — 64 = (z — 8)(z +8). Or z + 8 > O sur [1;20].
Donc CM'(z) ale signe de z — 8 : CM'(z) < 0 sur
[1;8[, CM'(8) =0et CM'(x) > 0 sur |8;20].

(c) On calcule CM(1) = 1 + 3432 =355, CM(8) = 4 +
344 =11et CM(20) =10+ 3 + 1,6 = 14,6.

b'd 1 8 20
CM’(x) — 0 +

CM(x) 355 | N\, | 11 | ~ | 146

Donc CM est décroissante sur [1 ;8] et croissante sur
[8;20].

@ D’apres le tableau, CM admet sur [1;20] un minimum
égal a 11, atteint en z = 8. L’atelier doit donc fabriquer
800 lampes par jour. Le colit moyen minimal est alors

de 11 euros par lampe.

@ D’apres la question précédente, pour tout réel x de
[1;20], CM(z) > 11, soit £ + 3+ 2 > 11. En

retranchant 3: % + % > 8, avec égalité pour x = 8.

n ( Deérivée d’un produit )

* Dériver des produits en ligne

@ wz) =3z —1,u(z) =3;v(z) =z +4,v(z) = 1.
f'(z) =3(x+4)+ (3z — 1) x 1 = 6z + 11.

@ u(a:) = x2, ul(:p) =2z ; v(m) =5—g, U’(m) - _1
f(@) = 22(5 — 7) + 2% x (1) = 102 — 20* —a? =
10z — 32°.

@ C’est un produit par la constante —7 : pas besoin de la
formule du produit. f'(z) = —7 x 322 = —21z%

@ u(z) = 2° + 2,4/ (z) = 32% ; v(z) = 4z — 1,v'(z) = 4.
fl(z) = 3z%(4z — 1) + 4(z® + 2) = 1223 — 322 + 42% +
8 = 16z° — 32* + 8.

@ f(z) = 4z? — 9 (identité remarquable), donc
f'(z) = 8z. Contrdle avec la formule :
2(2z — 3) +2(2z + 3) = 8.

@ u(z) =1—z,u(z) = —1;v(z) =22 + =+ 1,
V(z)=2zx+1 fl(z)=—(22+z+1)+ (1 —=z)(2z +
1)=-2~-z—1-222+z+ 1= —32% Controle :
f(x) =1 — 23 donc f'(z) = —322.

wz)=xz(z+1)=2>+z,u(z) =22+ 1;
v(iz)=z—-2,v(z)=1 f(z) =2z +1)(z—2) +
2+ =222-3x—2+ 2>+ =322 -2z 2.

* Produits avec une racine carrée

@ v/z est dérivable seulement sur ]0; +oo[, donc f est
dérivable sur |0 ; +o0o[ comme produit de fonctions
dérivables. u(z) = z, v'(z) = 1; v(z) = +/z,

v'(z) = ﬁ fllz) =V + 3% = 22“”}“ = f,smt S‘F.

@ f est dérivable sur ]0 ; +-00[ comme produit.
u(z) =z — 4, u'(w) =1;v(z) =z, (z) = ﬁ
fl@)=vz+3 2\/’ = 23627{4 = 3?_\};'

@ f est dérivable sur ]0 ; +-00[ comme produit.
u(z) = 22 — 3z, u/(z) = 2z — 3; v(x) =z,

V() = 5. f2) = (22— 3)E + 5 =
2e(2z-3)+a’ 3z __ 52’9z

20z N

@ f est dérivable sur |0 ; +oo[ comme produit. u(z) = 22,
u(z) =2z ;v(z) = Vz,v'(z) = ﬁ fl(z) =2z/x +

z* — 42’ +a? — 5z
2z 24/ 2¢/z

(car 2z+/Z x 24/x = 42?).

@ C’est un produit par la constante 5 : pas de formule du

produit. f est dérivable sur |0; 400 et

6) =5 % g =
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%% - Démonstration et erreur de Léna
(@) u(a+ h)v(a+h) — u(a)v(a) = [u(a + k) — u(a)] v(a +
h) + u(a) [v(a + h) — v(a)]. On divise par h : le pointillé
vaut ﬂM});JQ

@ M{Mﬂ tend vers u/(a), v(a + h) tend vers v(a)
(admis) et E(M});Jﬂl tend vers v'(a). Le taux tend donc
vers v (a)v(a) + u(a)v'(a) : (uwv) = v'v + wv'.

@ u(z) = 2%, u/(z) = 22 ; v(x) = 2%, v/ (z) = 2z. (2 x
x2) = 2z X 2% + 2% x 2z = 423. Et (z*)' = 423 : les

deux calculs concordent.

@ Non. La vraie dérivée vaut 4 x 23 = 32 en 2, alors que
la formule de Léna donne 4 x 2% = 16. La dérivée d’un

produit n’est pas le produit des dérivées.

%% '~ Du produit au tableau de variations
@ f est dérivable sur R comme produit de fonctions
polynomes. u(z) = 22 — 9, v/(z) = 2z ; v(z) = = + 3,
V'(z) = 1. f'(z) = 2z(x + 3) +2° — 9 = 222 + 62 +
2?2 —9 =3x? + 62— 9.

@ f(z) = 23 + 322 — 9z — 27, donc f'(z) =322+ 62— 9:

on retrouve le méme résultat.

@ f'(z) = 3(z* 4+ 2z — 3). A = 4 + 12 = 16, racines
24— _3ep 2t
Donc f'(z) = 3(z + 3)(z — 1).

@ f'(z) est un trindme avec a = 3 > 0 : il est positif a

Pextérieur des racines. f(—3) =0 et

F1)=(1-9)x4=-32

X |-00 -3 1 400
P(x) + 0 — 0 +
f(x) S0 N[ 82

f est croissante sur | — oo ; —3], décroissante sur [—3 ;1]

et croissante sur [1;+o0].

@ f' s’annule en 1 en changeant de signe (négative puis

positive) : f admet un minimum local en 1, égal a
f(1)=-32.

%% % La boite de Noé

@ Une longueur est positive, donc > 0. La largeur du

fond vaut 10 — 2z et doit étre positive ou nulle, donc
z < 5:ainsiz € [0;5]. Le fond mesure (16 — 2z) sur
(10 — 2z) et la hauteur vaut z.
Donc V(z) = z(16 — 2z)(10 — 2z) = = x 2(8 — ) X
2(5—z) =4z(8 — z)(5 — z).

(suite)

@ u(z) = z et ¥/(z) = 1. Pour v, on a deux facteurs 8 — z
et 5 — z, de dérivée —1 chacun: v'(z) = —1 x (5 —
z)+ (8 — z) x (—1) = 2z — 13. De plus
v(z) = 2* — 13z + 40. V est dérivable sur [0; 5] comme
produit de fonctions dérivables, et V = 4uv donne
V' = 4(v'v + w'). Pour tout réel « de [0; 5] : V/(z) =
4 [2® — 13z + 40 + z(2z — 13)] = 4(3z* — 267 + 40) =
122% — 104z + 160.

(©) V(z) = 4z(a? — 13z + 40) = 42° — 522 + 160z. On
dérive : V'(z) = 1222 — 104z + 160. On retrouve bien le
méme résultat.

(4) Pour 322 — 26z + 40 : A = 676 — 480 = 196 = 142,
donc les racines sont x; = % =2etxy = % = %
Ainsi V'(z) = 4(z — 2)(3z — 20). Sur [0;5], on a
3z — 20 < 0, donc V'(z) est du signe contraire de z — 2
:V'(z) > 0sur [0;2[, V'(2) =0et V'(z) < Osur]2;5].
OnaV(0)=0,V(2)=4x2x6x3=144¢t
V(5) = 0.

X 0 2 5

V’(x) + 10| -

V)| 0 | 7 |144| N, | 0

@ V est croissante sur [0; 2] puis décroissante sur [2;5].
Elle atteint donc son maximum en x = 2. Noé doit
découper des carrés de 2 cm de c6té. La boite mesure
alors 12 cm sur 6 cm, avec une hauteur de 2 cm, et son
volume maximal vaut 144 cm?3.

%% %* Une courbe au-dessus de sa tangente

@ u(z) =z —3etu(z) =1;v(z) = yVretv'(z) = ﬁu
est dérivable sur R et v sur ]0; +o00[, donc f est
dérivable sur |0 ; +00[ comme produit de fonctions
dérivables. Pour tout réel z > 0: f'(z) = /z + % =

2e+x-3 _ 3z—3 _ 3(z—1)

23 2z 2vE
@ Pour z > 0, on a 2,/x > 0, donc f'(z) est du signe de
z — 1. Ainsi f'(z) < 0sur ]0;1[, f'(1) =0et f'(z) >0
sur]1;9].Ona f(0) =0, f(1) = —2x1=—2et
£(9) =6 x 3 = 18.

b d 0 1 9
P(x) — 0 +
fx)| 0 | \|—-2| 7|18

Le minimum de f sur [0;9] vaut —2. Il est atteint en
z=1.
(©) f(4) =1x2=2e¢t f'(4) = 22 — 2. On en déduit
T:y=3(z—4)+2,s0ity=39z 7.

N-JN]
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(suite)
@ D’apres la question 3, d(z) = f(z) — (§2 — 7). d est
dérivable sur |0 ; +oo[ comme somme de fonctions

dérivables. Pour tout z > 0: d'(z) = f'(z) — 4 =
3(z—=1) 9 _ 6(z—1)-9vx _ 3(2z— 3\/_ 2) .Or (2\/*_’_

2z 4 4/z
1)(\/572):2m74\/_+\/—72—2w73\/_72.
Donc d'(z) = Wzl—w

@ Pour z > 0, on a 3(2y/z + 1) > 0 et 4/ > 0, donc
d'(z) est du signe de /z — 2. Ce facteur est négatif pour
z < 4, nul en 4 et positif pour z > 4.
Donc d est décroissante sur ]0; 4] et croissante sur
[4;+00[. Son minimum vaut d(4) =2 -9+ 7=0,
donc d(z) >
d(0) =0+ 7 =7 > 0. Conclusion : Cy est au-dessus de

0 pour tout z > 0. De plus,

T sur [0; +oo[. Les deux se touchent seulement au point
A(4;2).

% %% Tangente horizontale sans extremum

@ u(z) = 2> + metu/(z) =2z ;v(z) =z — et

v'(z) = 1. f, est dérivable sur R comme produit de
fonctions dérivables. Pour tout réel z : f/ (z) =
o (z)v(z) + u(z)v'(z) = 2z(z — 3) + (22 +m) x 1 =
322 — 6z + m. Jules a tort : il calcule u'v’ au lieu de
u'v 4+ uv'. Son expression 2z n’a pas de terme en z2,
alors que f! (z) contient 3z2 : elle est fausse quelle que

soit la valeur de m.

@ La tangente est horizontale si et seulement si
f,(1)=0.0r f,.(1) =3 — 6+ m = m — 3. On obtient
doncm = 3.

@ Faux. Pour m = 3 : fi(z) = 322 — 6z + 3 = 3(x — 1)2.
Pour tout réel z, fi(z) >

1.

Donc fj ne change pas de signe en 1, et f3 est croissante

0, et f§(z) ne s’annule qu’en

sur R. La tangente en (1; —8) est horizontale, mais f3

n’admet pas d’extremum local en 1.

@D fi(@) = 3a?
A =36 —12m.Sim < 3, alors A > 0 et f,, adeux

racines distinctes. Elle est positive a I’extérieur des

— 6x + m est un trinéme de discriminant

racines et négative entre elles, donc elle change de signe
en chacune : f;,, admet un maximum local puis un
3,alors A < 0et f,,(z) > 0sur

R :iln’y a aucun extremum. Conclusion : f,, admet

minimum local. Sim >

deux extremums locaux si et seulement si m < 3.

Deérivéee de l’inverse et d’un

a quotient

*

v, ou pas de quotient du tout

@v(w)—3m—4 v'(z) =3. f'(z) = ng_)%:_ﬁ‘

@ f="Yaveck=5v(z) =2 +7,(z) =22 f(z) =
5x2x 10z

TwAE T T @

Automatismes : inverse, constante sur

@ On divise par la constante 4 : ce n’est pas un quotient

de fonctions. f(z) = (2z% — 3z), donc

fl(z) = 24z - 3) = 4“4—’3.

@ r=

Eaveck = —2,v(z) = 2® + 1, v'(z) = 322
_ —2)x3z° _ _ 62°
f'@) = - F = e
@ On simplifie d’abord : pour = # 0,
f(z) = ﬂmz_%l =z+5.

Donc f'(z) = 1.

@ v(z) =2—z,v'(z) = -1. fl(z) = —ﬁ = zﬁv
* Automatismes : dériver un quotient
@ u=2r+1u =2;v=2-3,v =1 f'(z) =
21—3—2z+1><1_2z6211_ 7
(z-3)? @=37 = (@3
@ u=4—z,u =-1;v=2z+5,v =2. f(z) =
—1x(224+5)—(4—z)x2 _ —2z—5—8+4+2z 13
(22+5)? = T (a+5)7 T (22457

@ u=x-2,u =2z;v=2+4,v =1 f(z) =
2e(z+4)— (2" ~2)x1 __ 22°+8z—a?+2 _ 2°+8z+2

(z14)” T T @) T (@tay
@ u=3z,u =3;v=22+2v =2z f(z) =
3(x®+2)-3xx2z _ 32246622 _ 63z
(z%+42)? T (22422 T (22+2)?°

_ 1 .
@u- T, ul = 5o
z+1 2z 1-z

z+1 \/* :2_\/5
Doncf( )=

*k
@ Non : Inés a calculé 77,

W =2z,v=3z—1,v =3. f'(z)

6z>—2z—3z°—12 _ 3222212
3z—1 - 3z—1 .

=z + 1, v’ = 1. Numérateur :

2¢5 (m+1)2 :
Quatre copies a corriger

ce qui est faux. On a u = 2 + 4,

_ 2z(3z—1)-3(z>44)

(Bz—1)2 =

@ Non : Malo a inversé 1’ordre et écrit uv’ — v'v, donc le

signe est faux. Onau =5x —1,v' =5, v =2 + 6,

r_ ' o 5(m+6)7(5mfl)><1 524+30—5z+1 _ _ 31
v=1.g() =00 @t6)? (@t

@ Non, il y a deux erreurs. Léna a oublié les parentheses :
—(2z + 1) x 2z = —42% — 2z, et non —4z2 + 2. Elle a

aussi écrit v au lieu de v? au dénominateur. On obtient
2(2°+3)— (2z+1) x2

h’(m) = (= ()9315»;)2 )x2e ==

@ Non : Yanis a oublié v'. Avec k = 4, v(z) = 2® + 1 et

vl(z) = 2z, on ap/(a’l) = - (;12>f113)2 = _(mzsfl)z-

—222 2246
(2®+3)?
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%% ' Trindme au dénominateur : ou dériver
2

@Pourx2—4x+3:A:16—12:4>0.Lesracines

sontmlzﬂzleta@:%

3 = 3. Les valeurs

interdites sont donc 1 et 3. f est un quotient de
fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule
passur | —oo;1[,]1;3[ et |3;+00[: f est dérivable sur

chacun de ces intervalles.

(b) Pouraz? + 2z +5:A=4-20=—16 < 0eta=1> 0,
donc z? + 2z + 5 > 0 pour tout réel z. g est donc
dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables
dont le dénominateur ne s’annule pas. u(z) =z + 1,

w(z)=1;v(z)=2>+2x+5,v(z) =2z +2.¢(z) =
1x (22 42245)—(z4+1)(22+2) _ z*4+2z+5—(22° +4x+2)
(z24-22+5)? - (z2422+5)?

2?2413
T (a®2z+5)? "

@ Le dénominateur est un carré non nul, donc il est
strictement positif : ¢'(z) a le signe de —z% — 2z + 3.
A =4+12=16 > 0, d’ol les racines % =1let
{i; = —3. Comme a = —1 < 0, le trin6me est négatif a
I’extérieur des racines et positif entre elles.
Donc g est décroissante sur | — oo ; —3], croissante sur
[—3;1] et décroissante sur [1;+oc0[. ¢’ s’annule en
changeant de signe en —3 et en 1 : g admet un

minimum local g(—3) = 22 = —1 et un maximum local
s)=%=1

@u:2$71,u':2;v:m274z+3,v’:2x74.
Numérateur : 2(z% — 4z + 3) — (22 — 1)(2z — 4) =
222 — 8z + 6 — (42® — 10z + 4) = —22° + 2z + 2.

o2
Donc f'(z) = 24255

@ 0 appartient a | — 00 ;1[. f(0) = %1 = _% et
f/(0) = % = 2. La tangente a pour équation
1

y:%(m—O)—%,soity:%m—g.

% %% Coiit moyen d’un atelier de céramique

@ Tom a tort. Le dénominateur 2 est une constante :
C(z) = %(a? + 6z + 64) est le produit d’un polynéme
par la constante %

Donc C'(z) = $(2z + 6) = z + 3.

@ Léa a tort : (%)’ #* z—,, Pour tout z de [1;20], z > 1,

donc z # 0 : C)y est dérivable sur [1;20] comme

quotient de fonctions dérivables. u(z) = z2+62—”64,

u(z) =2+3;v(z) =2, (z) =1.Cl(z) =
(@+3)X$*(ﬂzkh64)X1 _ 9:2+39:7-"2373m732 o "‘23—32 _ z*-64
- 22 T 22

z? - z?
@ Pour tout = de [1;20], Cy(z) = ;—; 480z
!/ 2
3+ 2. Avec (f) =-L.Cyz) =3 -2 =24 0n

retrouve le méme résultat, et plus vite.

(suite)
@ Pour tout z de [1;20], 22 > 0.
Donc C},(z) ale signe de 2% — 64 = (z — 8)(z + 8).
Comme z + 8 > 0, c’est le signe de z — 8. Cy(1) =
G =355; Cu(8) = S8 =11
Cum(20) = 3 = 14.6.

X 1 8 20
C_M’(x) - 0]+
C M) 3505\ | 11 | ~ [14{}6

Ci est décroissante sur [1; 8] et croissante sur [8;20].

@ D’apres le tableau, Cy admet sur [1;20] un minimum
égal a 11, atteint en z = 8. Le colit moyen est donc
minimal pour 800 bols par jour : il vaut 11 € par bol.
De plus, C'(8) = 8 + 3 = 11 = C(8) : pour cette

production, le colit moyen est égal au colit marginal.

% %% Fonction homographique et tangente

@ cx + d # 0 sur lintervalle, donc g y est dérivable
comme quotient de fonctions dérivables. u(z) = ax + b,
W(z)=a;v(z)=cx+d,v'(z) =c. ¢'(z) =
ﬂ%%ﬂ’m = %ﬂff% = %. Il faut mettre
(az + b) entre parenthéses : le signe — s’applique aussi a
be.

@ Pour tout x de I, x + 2 > 0, donc f est dérivable sur I.
Icia=4,b=—-1,c=1,d =2,doncad —bc =8 —
(-1)=09et f'(z) = (zT92)2‘ Pour tout z de I, f'(z) > 0:
f est strictement croissante sur I. Nina a calculé uv’ —
wv=(4z—1) x1—4(z+2)=—9:elleainversé

Pordre du numérateur, ce qui change le signe.

@O W) =2=1etf(1)=2=1T:y=f(1)(x—1)+
fl)=1x(z—1)+1,soity =z.

@ D’apres la question précédente, T' : y = x, donc pour
tout x de I : d(z) = f(z) —z = W =

2 _ —(z—1)%
sileol %J.Ona@—lﬂ>0m$+2>Q

donc d(z) < 0, avec égalité seulement pour = 1. Sur

I, C; est en dessous de T ; elles ont un seul point

commun, (1;1).

@ Deux droites sont paralleles si elles ont le méme
coefficient directeur : on cherche f/(z) = 0,25, soit
ﬁ = 1, donc (z +2)* = 36. Sur I, z + 2 > 0, donc
z + 2 = 6, soit z = 4 (la solution z = —8 n’est pas dans

I). f(4) = % = 2. N1y a un seul point : (4;%).
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% %% Concentration d’un médicament :
deux modéeles

@ Pour tout réel ¢, t2 +9 > 9 > 0 : le dénominateur ne
s’annule pas. C est donc dérivable sur [0; 10] comme

quotient de fonctions dérivables. u(t) = 30t, v'(t) = 30 ;
o(t) =2 +9,v/(t) = 2t. C'(r) = 200
—30£24270 __ 30(3—t)(3+¢)

(2492 — (#2492

@ (t* + 9)? est le carré d’un nombre non nul, donc il est
strictement positif. Sous cette forme, son signe se voit
tout de suite ; une fois développé, on ne le voit plus.
C'(t) a donc le signe de 30(3 — ¢)(3 + t). Comme 3 +
t > 0 sur [0;10], c’est le signede 3 —¢t. C(0) =0

_ 9% __ . _ 300 ~
C(3) =2 =5;C(10) = W ~ 2,75,

t | o
C'(t) vl -
Ct)| 0 | 7| 5 |\ |=2{}75

La concentration est maximale au bout de 3 h : elle

3 10

vaut alors 5 mg/L.

(c) Comme 2 +9 > 0, C(t) > 3 équivaut a 30t > 3(2 + 9),
soit 3t2 — 30t 4 27 < 0, soit 2 — 10t + 9 < 0.
A =100 — 36 = 64, d’ou les racines L;S =1let
% = 9. Le trindme est négatif entre ses racines, donc

t € [1;9]. Le médicament est efficace pendant 8 h.

() Pour 2 — 2t +10: A = (-2)2—4x 1x 10 = —36 < 0.
Le trindme ne s’annule pas et garde le signe de son
coefficient 1 : il est strictement positif. D est donc
dérivable sur [0;10]. Avec (k)/ = —’Z—Z,, ol k = 40,

v

v(t) =t* — 2t +10etv/(t) =2t —2: D'(t) =
40(2t—2)  80(1—t)

T (@—2t+10)7 T (F—2t+10)°"

@ Le dénominateur est positif, donc D'(t) a le signe de
1 —t: D est croissante sur [0; 1] et décroissante sur
[1;10]. D(0) =4; D(1) = L ~ 4,44 ; D(10) = 43 = 4.
Sur [0;10], le maximum de D vaut 4 et il est atteint en

t = 1. Comme % < 5, c’est le modele C' qui donne le pic

le plus élevé, mais plus tard : 2 3 h au lieu de 1 h.
n Signe de la dérivée et sens de
variation
*
@7-2020 = z< L
Donc f'(z) > 0 sur ] —
f est croissante sur | —

[g ; +ool.

Du signe de {7 au sens de variation

Jet f'(z) < Osur [L;+oo:

.7
P2
; 7], puis décroissante sur

(suite)

@ Le dénominateur (z + 1)? est un carré non nul, donc il
est strictement positif. Le signe de f'(z) est donc celui
de —5: f'(z) < Osur] — 1;+400], et f est strictement

décroissante sur | — 1;+o00].

@ Ce trindme a pour racines —4 et 6 et un coefficient a =
—2 < 0:il est négatif a ’extérieur des racines et positif
entre elles.

Donc f est décroissante sur | — oo ; —4], croissante sur

[—4; 6] et décroissante sur [6; +o0].

@ Sur |0; 4+o0[, on a 24/z > 0, donc f'(z) ale signe de
x — 3. Ainsi f'(z) < 0sur]0;3] et f'(z) > 0sur
[3;+00[ : f est décroissante sur |0; 3], puis croissante
sur [3;+ool.

@ f'(z) > 0sur [-4;5],sauf en 1 ol f’ s’annule sans
changer de signe. D’apres la version stricte du

théoréme, f est strictement croissante sur tout [—4;5] :

iln’y a pas d’extremum en 1.

@ f" est nulle sur l'intervalle [—2; 5], donc f est constante
sur [—2;5].
x
s’annule
@ f'(z) = 3z — 122 = 3z(z — 4). f'(x) s’annule en 0 et

en 4.

Dériver, factoriser, trouver ou 7

@ f'(z) = 622 + 62 — 12 = 6(x> + = — 2). Le discriminant
de 2 + z — 2 vaut A = 1+ 8 = 9, et ses racines sont

—1-3 _ —92et —143 1
2 2 :
Donc f'(z) = 6(z + 2)(z — 1), qui s’annule en —2 et en

1

@ f'(z) = 42 — 16z = 4x(2® — 4) = 4z(z — 2)(z + 2).

f'(z) s’annule en —2, 0 et 2.

@ Fla)=1—3% =9 = gz—_?’gz—%l Sur ]0; +oo[, seul 3

x2 T 2

annule f'(z)

(=3 n’est pas dans l'intervalle).

@ u(z) = z?, v/ (z) = 2z,v(z) =z — 1,v'(z) = 1. f'(z) =

(m:f)“i = %i_;)il Sur |1;+o00[, seul 2

(0 n’est pas dans lintervalle).

D u(@) =2 —6,u/(z) = 1, v(z) = vz, v'(z) = v

fl(z) =z + % = % = %’”ﬁz f'(z) s’annule en
2.
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%% ' Vrai ou faux sur le théoréme des
variations

@ Faux. On a bien ¢g'(z) = 1 + & > 0, mais le théoréme
ne vaut que sur un intervalle : g est croissante sur | —
00;0[ et sur |0 ; +o00[ séparément. Contre-exemple :
—1<1,alorsqueg(—1)=—-1+4=3et
g(1) =1—4= -3, donc g(—1) > g(1).

@ Faux. f/(z) = 32® — 6z + 3 = 3(z> — 2z + 1) = 3(z —
1)2, donc f'(1) = 0: la conclusion est fausse. Pourtant
f est bien strictement croissante sur R, car f'(z) > 0
sauf en 1, ot f’ s’annule sans changer de signe. Si f est

croissante, on peut seulement affirmer que f’(z) > 0.

@ Faux. Le sens de variation se lit sur le signe de A/, pas
sur celui de h. b'(z) = 2z > 0 sur [0; 2], donc h est
croissante sur [0;2] (de h(0) = —4 a h(2) = 0).

@ Vrai. k est dérivable sur R comme somme de produits
de fonctions dérivables. Avec u(z) =z + 2 et v(z) =
z—5:kK(z)=1x(xz—-5)+(x+2)x1—-2z+3=0.
k' est nulle sur 'intervalle R, donc k est constante,
égale a k(0) = 2 x (—5) = —10.

%%  Etude compléte sur un segment

@ f est un polyndme, donc elle est dérivable sur [—5;0].

Pour tout réel z de [~5;0] : f'(x) = 3% + 6z — 9.

() A =62 —4x3x (—9) =36+ 108 = 144, donc les

racines sont 766?12 =—-3et % = 1. Comme

a=3>0, f'(z) est positif a extérieur des racines et
négatif entre elles. Sur [—5;0] (ot 1 n’est pas) : f'(z) >
Osur [-5;—3] et f'(z) < Osur [-3;0].

(©) f(-5) = —125+ 75+ 45 +2 = —3, f(—3) = —27 +
27+ 27 +2 =29, £(0) = 2.

x |5 -3 0
£ (x) +10 |-
fx) | -3 ~ 20 |\ ] 2

D’apres le théoréme, f est croissante sur [—5; —3] et

décroissante sur [—3; 0].

@ Le maximum de f sur [—5 ;0] vaut 29 et il est atteint en
—3 (la od f’ s’annule en changeant de signe). Le

minimum vaut —3 et il est atteint a la borne —5, car

F(-5) = -3 < f(0) =2.

%% % Un quotient sur une réunion
d’intervalles

@ f est le quotient de deux polyndmes, donc de deux
fonctions dérivables. Son dénominateur ne s’annule pas
sur chacun des deux intervalles : f est donc dérivable
sur chacun d’eux. u(z) = z* + 5, v/(z) = 2z ;

v(z) =z -2,V (z)=1. f'(z) = o' _

v

20(0—2)—(z*45) _ o'—do—5 . B
=L = z(zig)z . Pour le numérateur, A = 16 +

20 = 36 et les racines sont % =—let 4—;6 =5.

Donc f/(z) = 1%7)121)%51

@ Pour tout z de D, (z — 2)? > 0 car c’est un carré non
nul. Le dénominateur ne change donc pas le signe :
f'(z) alesigne de (z + 1)(z — 5). Ce trindme a pour
coefficient a = 1 > 0. Il est positif a ’extérieur des
racines —1 et 5 et négatif entre elles.

Donc f/(z) > 0sur | — oo; —1[ et sur |5;+o0[, f'(z) <
Osur]—1;2[etsur]2;5], et f/(—1) = f'(5) = 0.

@ f(_1)=%=—2etf(5):%:10'

x |[-00]| -1 2 5 | +o00

px)| + o = 0] = o]+
fx) | A 2|1 N |[10] 7

On applique le théoréme sur chaque intervalle

séparément. f est croissante sur | — co; —1],
décroissante sur [—1; 2[, décroissante sur |2; 5] et

croissante sur [5; +o00].

@ Non. Ona 0 < 3, mais f(0) = & = —2,5 et
f(3) = £ =14, donc f(0) < f(3) : f n’est pas
décroissante sur cette réunion. Le théoréme ne
s’applique que sur un intervalle. f est décroissante sur
[—1;2[ et sur |2; 5], mais chaque intervalle pris

séparément.

@ Le maximum local f(—1) = —2 est plus petit que le
minimum local f(5) = 10. Ce n’est pas une erreur : un
extremum local ne compare f(z) qu’aux valeurs prises
tout prés. —2 est la plus grande valeur de f prés de —1
dans | — 00;2[. 10 est la plus petite pres de 5 dans
]2; +00[. Ces deux intervalles sont séparés par la valeur
interdite 2.

%% % Un parameétre pour une fonction

croissante

@ fm est un polyndme, donc elle est dérivable sur R. Pour
tout réel z, f!,(z) = 3z + 2max + 3. Son discriminant
est A = (2m)? —4 x 3 x 3 =4m? — 36 = 4(m —

3)(m + 3).
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(suite)

() f'5(z) = 322 — 10z + 3, donc A = 100 — 36 = 64. Les
racines sont L{s = % et 10%8 = 3. Commea = 3 > 0,
f'5(z) est positif a extérieur des racines et négatif
entreelles. f 5 (3) =2 —2+1—-1= —Hetf5(3)=
27—-45+9—-1=-10.

3 | +o0
fls@)| + | 0 — 0 +
A=-H N\ |10 ] 7

X -0

Ll

. 11 g4 1
f-5 est croissante sur | — co; 5], décroissante sur [ ; 3]
et croissante sur [3; +oc0o[. Elle a un maximum local — é—‘;

en % et un minimum local —10 en 3.

@ Non. fi(z) = 32> + 6z + 3 = 3(z + 1), donc pour tout
réel z, f3(z) > 0. f3 ne s’annule qu’en —1, un point
isolé, et ne change pas de signe. D’aprés la version
stricte du théoréme, f3 est strictement croissante sur R,

comme z — z° dont la dérivée s’annule en 0.

@ Si —3 < m < 3,alors A = 4(m — 3)(m + 3) < 0. Dans
cecas, f,,(z) alesignede a = 3: f;,(x) > 0 pour tout
réel z, donc f,, est croissante sur R. Réciproquement,
supposons f,, croissante sur R. D’apres la réciproque
admise, f,,(z) > 0 pour tout réel z. Si A > 0, f,.(z)
serait strictement négatif entre ses deux racines, ce qui
est impossible.

Donc A < 0, c’est-a-dire m € [—3;3]. Conclusion : f,,

est croissante sur R si et seulement sim € [—3; 3].

%% % Une dérivée qui s’annule sans changer
de signe

@ f est un polyndme, donc elle est dérivable sur [—3 ; 4].
Pour tout z de [-3;4], f'(z) = 42 — 122* + 16. Par
ailleurs, 4(z + 1)(z — 2)2 = 4(z + 1)(2? — 4z + 4) =
4(x3 — 3z + 4) = 42® — 1222 + 16. On a donc bien
7(#) = 4(a + 1)(z — 21

@ Pour tout z, (z — 2)? > 0 et ce carré ne s’annule qu’en 2
; de plus 4 > 0.
Donc f'(z) ale signe de z + 1, sauf en 2 ot il est nul. On
obtient : f'(z) < Osur [-3;—1[, f/(-1) =0, f'(z) >0
sur | — 1;2[ et sur |2;4], et f/(2) = 0.

@ Non. f’ s’annule en 2 mais ne change pas de signe : elle
est positive avant et aprés. Sur [—1;4], f'(z) > 0 sauf
en —1 et en 2, des points isolés.

Donc f est strictement croissante sur [—1; 4] et n’a pas
d’extremum local en 2. La tangente en 2 est seulement

horizontale.

(suite)
(d) £(~3) =81+108— 48 =141, f(—1) =1+4— 16 =
—11, £(2) = 16 — 32+ 32 = 16 et f(4) = 256 — 256 +
64 = 64.

x | —3 -1 2 4
f(x) -1 0] +|0]+
fx) (141 N\, |11 ~ |16 | 7 | 64

f est décroissante sur [—3; —1] (de 1412 —11) et

croissante sur [—1;4] (de —11 a 64). Le minimum de f

sur [—3;4] est —11, atteint en —1. Pour le maximum,
on compare les images des bornes : 141 > 64, donc le

maximum est 141, atteint en —3.

@ Non. Le signe de f'(x) donne le sens de variation de f,
pas le signe de f(z). Ici f décroit de f(—3) =141 a
f(=1) = —11 sur [-3; —1], et elle prend des valeurs
positives. Par exemple, f(—2) =16+ 32—-32=16 >0

Tableau de variations et

extremums

[ Ex. 20
(2) #/(3) =0.0nadz — 12 < O pour z < 3 et 4z — 12 > 0
pour z > 3: f' passede — a +.

Lire le signe de fr autour de a

Donc f(3) est un minimum local.

@ f/(g) =0.0na—2z+5 > 0pour z < get72x+5<
0 pour z > g : f' passede +2a —.

Donc f (g) est un maximum local.

@ f'(—1) = 0, mais 3(z + 1)> > 0 pour tout réel z : f' ne
change pas de signe en —1.
Donc f n’a pas d’extremum en —1

(méme situation que 2* en 0).

@ f'(4)=0.Pour0 <z <4,onaz>0etz—4 <0,
donc f'(z) < 0. Pour = > 4, f'(z) > 0. f' passede — 2

+ : f(4) est un minimum local.

@ f'(=3) = =949 = 0. —z* 4 9 est un trindme de
coefficient —1 < 0 et de racines —3 et 3. Il est négatif
pour z < —3 et positif sur | — 3;3[. f’ passede — & +:
f(—3) est un minimum local.

@ f(0) =1 # 0. Or un extremum local en un point
intérieur impose f'(0) = 0.

Donc f n’a pas d’extremum en 0. D’ailleurs f'(z) > 0

pour tout x : f est strictement croissante sur R.
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Valeur de ’extremum et abscisse

*
@ f'(z) = 2z — 6 s’annule en 3 et passe de — a +. Le
minimum local vaut f(3) =9 — 18 + 11 = 2. Il est

atteint en x = 3.

®) fi(z) =

maximum local vaut f(2) = -8+ 16 — 1 = 7. Il est

—4x + 8 s’annule en 2 et passe de + a —. Le

atteint en x = 2.

(©) f'(z) = 322 + 6z — 45 = 3(z% + 2z — 15) = 3(z +
5)(z — 3). Sur |0;+o00[, 3(z +5) > 0: f’ alesigne de
z — 3 et passe de — a + en 3. Le minimum local vaut

f(3) =27+ 27— 135 = —81. Il est atteint en z = 3.

(@ f(z) =12 - 32> =3(2 — 2)(2+ z). Sur J0; +-oo, 2+
z>0: f alesignede 2 — z et passe de + 2 — en 2. Le
maximum local vaut f(2) = 24 — 8 = 16. Il est atteint

enx = 2.

© f(x) )=1-F=

Elle est négative sur |0; 1] et positive sur |1; +o0[. Le

~1 (e
Zz . Cette dérivée s’annule en 1.

minimum local vaut (1) =1 — 2 = —1. Il est atteint

enx = 1.

@u:x,u’:l,v:ﬁ—i—l v = 2z.
2 2
Donc f'(z) = z(;lgjf = (1(;3;1 Sur ]0;+oo[, f ale
signe de 1 — x et passe de + a — en 1. Le maximum

local vaut f(1) =

1. Nl est atteint en z = 1.
%% ' Maximum local ou maximum sur le
segment ?
@ f est dérivable sur [—2 ;6] comme fonction polyndme.
Ona f'(z) = 32> — 6z — 9 = 3(2? — 2z — 3). Pour
22 — 2z —3:A =4+ 12 = 16, donc les racines sont —1
et 3. Ainsi f'(z) = 3(z + 1)(z — 3). Le coefficient 3 est
positif : f'(z) > 0 sur [-2; —1[ et sur |3;6], et f'(z) <0
sur ] —1;3[.
(®) On calcule f(—2) = —8 — 12+ 18 +2 =0, f(—1) =
1-349+42=7, f(3)=27T—27—2T+2=—25et
£(6) = 216 — 108 — 54 + 2 = 56.

x |—2|—1]| 3 6
Px)| +
fx)|] 0~ 7 |\ |-26] ~| 56

0 - 0 +

@ Non. f' passede +a —en —1: f(—1) = 7n’est qu'un
maximum local. A la borne, f(6) = 56 > 7. Le

maximum de f sur [—2;6] est donc 56, atteint en z = 6,

ol pourtant f’(6) = 63 # 0.

(suite)
@ Les candidats sont f(—2) = 0 et f(3) = —25. Le
minimum de f sur [—2; 6] est donc —25, atteint en
z = 3. Comme f'(3) = 0, la tangente est horizontale :
y = —25.

%% - Placer le minimum avec un parametre
@ f est dérivable sur |0 ; +00[ comme quotient de
fonctions dérivables, et le dénominateur ne s’y annule
pas. Onpose u = 2% + k, v’ = 2z, v =z, v' = 1. Alors

f(a:) wxw7z+k>< :ﬁ

z2
@ Condition nécessaire : f/(3) = 0, soit 5%
k = 9. Vérifions le changement de signe :
fl(z) = Kﬁ%ﬁl’ avecz +3 > 0et 22 > 0. f’ est

=0, donc

négative sur ]0; 3[ et positive sur |3 ; +ool.
Donc f(3) =

@ f(z) = = £’”7—‘[%Lﬁl,auvec:zr:Jr\/?>0et:1:2 >0
: f' passe de — & + en +/7. Yanis a tort : v/7 ~ 2,65 est
I’abscisse ol le minimum est atteint. Le minimum est la

valeur f(v/7) = & = 2/7 ~ 5,29.

@ VT ~ 2,65 appartient a [1;7]. f est décroissante sur

[1;4/7] et croissante sur [\/_ ; 7] : le maximum est donc
8 =8et f(7) =% =8.Le
maximum de f sur [1;7] est 8, atteint enz = 1 et en
z="T.

1—38 = 6 est un minimum.

atteint a une borne. f(1) =

% %% Une tangente horizontale sans

extremum

@ f est dérivable sur R comme somme de fonctions
dérivables. Pour tout réel z : f/(z) = 42% — 122% =

42*(z — 3).

@ 42 > 0 et ne s’annule qu’en 0 : pour z # 0, f'(z) ale
signe de  — 3.
Donc f'(z) < 0sur ] —o0o;0[ et sur]0; 3, et f'(z) >0
sur ]3; +ool. Ona f(0) = 10 et £(3) = 81 — 108 + 10 =

—17.
x |—o0o| O 3 | +o0
Px)| - 0| - 0 +

fx) | N |10 N | —17]| A~

f est décroissante sur | — 0o ; 3] et croissante sur

[3;+o0.
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(suite)
@ Non. On a bien f/(0) = 0, mais f’ est négative de part
et d’autre de 0 : elle ne change pas de signe. Sur
] — 00; 3], f est négative et ne s’annule qu’en O et en 3 :
f v est strictement décroissante. Par exemple,
f(=1) =15> f(0) =10 > f(1) = 7. La tangente en 0,
d’équation y = 10, est horizontale, mais f n’a pas

d’extremum en 0.

@ En 3, f' s’annule en passant de — a +. Comme f est
décroissante sur | — 00 ; 3] et croissante sur [3; +oo],

pour tout réel z, f(z) > f(3). Le minimum de f sur R

est —17, atteint en x = 3.

@ Pour tout réel z, f(z) > —17, soit
zt — 42 +10 > —17, donc 2* + 27 > 42, L’égalité a
lieu quand f(z) = —17, c’est-a-dire seulement en z = 3
: 81427 =108 =4 x 27.

% %% Retrouver une fonction grice a sa
tangente horizontale

@ f est dérivable sur R comme fonction polyndéme. Pour

tout réel z : f'(z) = 3z* 4 2ax + b.

(®) AeCs:£(2) = —3,s0it 8+ da+ 2b+ 1 = —3, donc
2a + b = —6. La tangente en A est horizontale :
f'(2) =0,s0it 12+ 4a+b=0,donc 4a + b= —12. En
soustrayant les deux équations : 2a = —6, donc a = —3,
puisb=—6 —2 x (—3) = 0. Ainsi f(z) = 2® — 322 + 1.
@ Pour tout réel z : f'(z) = 322 — 6z = 3z(x — 2). Clest
un trindme de racines 0 et 2, de coefficient 3 > 0 : il est

positif a extérieur des racines et négatif entre elles.
f(0)=1let f(2)=8—-12+1=-3.

x |—o0o| 0 | 2 (400

)| + 0 — 0 +
fx) [ /] 1|\ |3/

@ f'(0) =0et f passede + & — en 0 : f admet un
maximum local. Sa valeur est f(0) = 1, atteinte en

z = 0.

@ Non. f/(2) =0et f' passede —a+en2: f(2) = —3 est
bien un minimum local. Mais ce n’est pas le minimum
de fsurR, car f(—2) = -8 —-12+ 1= —19 < —3. Une
tangente horizontale ne suffit pas : le minimum local ne

vaut que pres de 2.

%% % Concentration d’un médicament

(@) u(t) = 12t, w/(t) = 12; v(t) = £ + 3,0/ (t) = 2t.
v(t) > 3 > 0, donc C est dérivable sur [0; 5] comme

quotient de fonctions dérivables. C'(t) =

12(8243)—12¢x2t _ 36122 _ 12(3—¢2)
) R A T

@ (t2 +3)% > 0, donc C'(t) ale signe de 3 — 2 = (/3 —
t)(v/3 +t). Sur [0;5], v/3 + ¢ > 0 : le signe est celui de
V3 —t.
Donc C'(t) > 0 sur [0;+/3[ et C'(t) < 0sur ]/3;5].
C(0)=0,C(v3) =28 —2y3,0(5) = L = &,

t |0 |V3] 5
cw) | +
Cit) | 0 | 7~ [2v3] \

0 —

~s

@ C' s’annule en /3 en passant de + 2 — : maximum local
C(+/3) = 2v/3. Aux bornes, C(0) = 0 et
C(5) = % ~ 2,14, plus petits. La concentration
maximale est donc 24/3 = 3,46 mg/L. Elle est atteinte a
t = /3 & 1,73 h, soit environ 1 h 44 min (
0,732 x 60 ~ 44), et non 1 h 73 min.

@ Commet? +3>0:C(t) >3 += 12t > 3t* +
9 < 37— 12t+9<0 < t* —4t+3<0.
A:16712:4,racinest1:%zlettzzif:3.
Le trin6me est négatif entre ses racines : t € [1; 3],

inclus dans [0;5]. Le médicament est efficace pendant
3 — 1 = 2 heures.

G C Problemes d’optimisation )

[ Ex. 36 B

@ L’autre c6té vaut 10 — z. Il faut x > 0et 10 — x > 0,
donc z €]0;10[. On obtient A(z) = (10 — z) = 10z —

172

Mettre un probléeme en équation

(en cm?).

@ L’autre coté vaut %, avec z €]0;+o0[. On obtient
P(z)=2z+2x %0 =27+ 10

(en m).

@ La boite mesure 40 — 2x sur 24 — 2z, pour une hauteur
z. Il faut z > 0 et 24 — 2z > 0, donc z €]0;12[. On
obtient V(z) = z(40 — 2z)(24 — 2z) = 4z — 12822 +
960z

(en cm?).
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(suite)
@ Le volume donne la hauteur : 22h = 27, donc h =

avec z €]0;+o0[. Les deux faces carrées ont chacune

CE2’

pour aire z2, et les quatre faces latérales ont chacune

pour aire zh = 2. On obtient S(z) = 2z* + 4 x 2377 =
2 | 108

2:13 + ry

(en dm?).

@ Ici z € [1;30]. On obtient Cy(z) =

(en euros par objet).

Cla) _ 49
- =r+6+

@ Ici z € [0;15]. Le bénéfice est la recette moins le coit :
B(z) = 40z — (2 — 1222 + 60z + 20) = —z> + 1222 —
20z — 20

(en euros).

*
() 12-22 > < 6, et 6 € [0;10]. A’ est positive

sur [0; 6] puis négative sur [6;10] : A croit puis décroit.

La racine est-elle dans ’intervalle ?

0 < =

L’aire est maximale pour = = 6.

@ La racine 6 n’est pas dans [0;4]. Pour tout = de [0; 4],
12 — 2z > 4 > 0, donc A est croissante. L’aire est

maximale a la borne, pour z = 4.

@ Sur |0

de  — 3. La racine —3 est hors de 'intervalle. P décroit

;+ool,onaz’®>0etz+3>0:P(z)alesigne

sur ]0; 3] puis croit sur [3;+oo[ : le périmetre est

minimal pour z = 3.

@ Cul(z x264, qui s’annule en z = 8. Or 8 ¢ [10;40].
Pour tout z de [10;40], z*> > 100 > 64, donc Cj;(z) > 0

et C) est croissante. Le colit moyen est minimal a la

borne : pour 10 objets.
@ Sur |0;6[,z — 6 < 0: V'(z) ale signe contraire de
x — 2. V' est positive sur |0 ; 2] puis négative sur [2;6] :

V' croit puis décroit. Le volume est maximal pour

T =2.
() A =302 —4x (—3) x (—48) = 324 = 182, d’oll les
racines z; = =28 — 2 et 7, = =308 = 8. Sur [5;10],

seule la racine 8 compte. B'(z) = —3(z — 2)(z — 8) est
du signe de —3 hors des racines et du signe opposé entre
elles : B’ est positive sur [5; 8] et négative sur [8;10]. Le

bénéfice est maximal pour z = 8.

%% - La boite de Lina
@ La base est un carré de c6té 30 — 2z, et la hauteur vaut
z. Il faut * > 0 et 30 — 2z > 0, donc = €]0;15[. On
obtient V(z) = 2(30 — 22)? = (900 — 120z + 42?) =
4z — 120z + 900z.

(suite)
@ V est une fonction polyndme, donc elle est dérivable sur
10;15[. V/(z) = 1222 — 240z + 900 = 12(z? — 20z +
75). Pour 2 — 20z + 75 : A = 400 — 300 = 100, d’o0
les racines x1 = 20510 =betaxy = w = 15.

Donc V'(z) = 12(z — 5)(z — 15).

@ Sur ]0;15[, z — 15 < 0: V'(z) a le signe contraire de
x — 5. La racine 15 est une borne exclue, elle ne compte
pas. V(5) = 5 x 20% = 2000.

X 0 5 15
V'(x) + ] 0 | -
V(x) 2 [ 2000] N,

@ Le volume est maximal pour = 5. La boite mesure
alors 20 cm sur 20 cm a la base, pour 5 cm de haut. Son

volume maximal est 2000 cm3, soit 2 L.

%% L’enclos de Noé
@ Le c6té parallele au mur vaut 12—0.
Donc L(z) = 2z + 10

(en m).
@ L est dérivable sur |0 ; +o00[, comme somme de fonctions
dérivables. L'(z) = 2 — 1 = %7—5) Comme z2 > 0,
L'(z) ale signe de 22 — 75, dont les racines sont
+1/75 = £5+/3. Sur |0 ; +o0], seule 5v/3 compte.
b d 0 5\/§ o0
L’(x) - 0 | +

L est décroissante sur |0 ; 54/3], puis croissante sur

[5v/3; +o0l.

@ L atteint son minimum en z = 5v/3. On calcule
L(5v3) = 10v/3 + $32 = 10v3 + 10v3 = 20V3. La

longueur minimale de cloture est 20V/3 ~ 34,64 m.

@ Le coté parallele au mur doit vérifier 22 < 15, soit
> 10. Or 5v/3 ~ 8,66 < 10 : cette racine est hors du
nouvel intervalle [10; +o00[. Sur cet intervalle,
L'(z) > 0, donc L est croissante. Le minimum est
atteint a la borne z = 10 : L(10) = 20 + 15 = 35. La

longueur minimale de cloture est alors de 35 m.

%% L’atelier de Salomé
@ Cu(z) =& *—6a’ +151+32 =z —6z+15+ % C)y est

dérivable sur [1;10] comme somme de fonctions

dérivables (car z # 0). Pour tout réel = de [1;10] :
3 o2

Cy(z) =2z —-6—32 = = 2z 3 16) 32 16),

2z° 62232
x2
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(suite)

@ (x—4)(z®+z+4) =2+ 2> + 42 — 42> — 42 — 16 =

% — 322 —16.Pour 22 +x + 4 :

A =1-16 = —15 < 0, donc ce trinéme est toujours du
signe de a = 1, c’est-a-dire strictement positif. Comme
2 > 0et z? > 0, Cj/(z) ale signe de z — 4 : négatif sur
[1;4], positif sur [4;10]. Cp(1) =1 —6 + 15 + 32 = 42,
Cu(4) =16 — 24 + 15 + 8 = 15, Cp(10) = 100 — 60 +
15 + 3,2 = 58,2.

b4 1 4 10
Ciy(x) — 10 |+
ou@) |42 |~ |15 | ~ 58,2

@ Le cofit moyen est minimal pour z = 4, soit 400

casques. Il vaut alors 15 milliers d’euros par centaine,
c’est-a-dire 15000 +- 100 = 150 € par casque.

@ B(z) =27z — C(z) = —z® + 622 + 12z — 32. Best un

polyndme, dérivable sur [1;10] :

B'(z) = —32® + 12z + 12. A = 144 + 144 = 288 et
/288 = 12\/5, d’oli les racines x1 = #ézﬂ =2
2v2~ —0,83 et £y = 2+ 2/2~ 4,83. Or z; ¢ [1;10],
donc on ne la retient pas. B'(z) est du signe de a = —3

a ’extérieur des racines et du signe opposé entre elles.

(suite)

@ A est un polyndme, dérivable sur [0;2] :

A(z) =8—622=2(4—-32%).4—-322 =0 < 2’ =
% = = 243@ our = —243§, cette derniere racine
étant hors de [0;2]. A'(z) est dusignedea = —62
Pextérieur des racines : A'(x) > 0 sur [0; 243@] et
A(z) < Osur [25;2]. 4(0) = 0, A(2) = Ot

A(BE) —2x 2B x(a-4) =28

x | o 2v3 2

A'(x) +1o0 |-
A) [0 | 2|21 | o0

L’aire est maximale pour z = 243@ La largeur est 2z =
%ﬁ’ ~ 2,31 m et la hauteur est 4 — 3 = § ~ 2,67 m.

L’aire maximale vaut % ~ 6,16 m2.

2z > 2,6 < z > 1,3, doncz € [1,3;2[. Comme

243@’ ~ 1,155 < 1,3, la racine de A’ est hors de ce nouvel
intervalle : A y est décroissante, donc son maximum est
atteint ala borne z = 1,3. Ona A(1,3) =8 x 1,3 — 2 x
1,3 = 10,4 — 4,394 = 6,006. Or 6,006 > 6 : Lucas a
raison. La porte de 2,6 m de large et 4 — 1,69 = 2,31 m

de haut a une aire de 6,006 m2, soit au moins 6 m2.

% %% Le bac a semis de Yanis
@ Le volume vaut z2h = 4000, donc h = 43%. Le fond a

pour aire z2, et chacune des quatre faces a pour aire
_ 4000
zh = =~.

Donc S(z) =z +4 x @ -z 4 16300.

Comme z; < 1,0ona B'(x) > 0sur [1;2 + 2v/2] et
B'(z) < 0sur [2 + 2/2;10].

@ B est croissante puis décroissante : son maximum est
atteint pour z = 2 + 2+/2 ~ 4,83 (centaines), soit
environ 483 casques. Avec (2 + 2v/2)? = 12 + 8v/2 et
(2 4 24/2)3 = 56 + 401/2, on obtient B(2 + 2v/2) = @ S est dérivable sur |0 ; +oo[ comme somme de fonctions
(56 4+ 40v/2) + 6(12 + 8v/2) + 12(2 + 2v/2) — 32 = dérivables. Pour tout réel z > 0 : §'(z) = 2z — &40 —

2:3-16000 _ 2(z*—8000) ,
8 + 321/2 ~ 53,25. Le bénéfice maximal est d’environ o =~ D’autre part, (z — 20)(z* +
20z + 400) = x> + 20x2 + 400z — 20z* — 400z —

53 255 €, pour a peu pres 483 casques fabriqués et

vendus. 8000 = z3 — 8000.
_ 2(z—20)(2*+20z .
%% % La porte sous I’arche @ S () = Az20 Z;rzo 400 pour 22 + 20z + 400 :

@ La largeur 2z est positive, donc z > 0. Pour que la A =400 — 1600 < 0, donc ce trindme est strictement
positif. Comme 2 > 0 et 22 > 0, S’(z) a le signe de ¢ —
20: S'(xz) < 0sur]0;20[ et S'(z) > 0sur]20;+ool.

$(20) = 400 -+ 800 = 1200.

hauteur f(z) = 4 — x? soit strictement positive, il faut
z? < 4, soit < 2.

Donc z €]0;2[. La largeur vaut 2z et la hauteur 4 — z?,

d’ott A(z) = 2z(4 — 2°) = 8z — 223. x 0 20 400
S’(x) - 0 +
S(x) N\, 1200

@ S atteint son minimum en z = 20. Le c6té de la base

vaut alors 20 cm et la hauteur h = % = 10 cm. Yanis

utilise 1200 cm? de carton.
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(suite)

(D h<8 = 20 g s 22>500 < z>10V5
(car z > 0). Comme 104/5 = 22,36 > 20, la valeur 20
n’est plus possible : S est croissante sur [104/5 ; +00],
donc son minimum est atteint a la borne z = 104/5.
Alors S(10v/5) = 500 + {522 = 500 + 3205 ~
1215,54. Yanis choisit une base d’environ 22,36 cm de

cOté et une hauteur de 8 cm, ce qui demande environ

1215,54 cm? de carton.
Position de deux courbes,
) inégalités

[ Ex. 43 B

factorisation
(2) d(z) =22+ 25 — 10z = 22 — 10z + 25 = (z — 5) > 0.

Donc C; est au-dessus de C, sur R. Les courbes ont un

Position de deux courbes par

seul point commun, d’abscisse 5.

@ d(z) =22+ 2z —3.0na A =4+ 12 = 16, donc les
racines sont —3 et 1, et d(z) = (z — 1)(z + 3). d est
positive a Pextérieur des racines : C¢ est au-dessus de C,
sur | — 0o ; —3] et sur [1; 400, en dessous sur [—3;1].

Points communs : abscisses —3 et 1.

@ d(z) = 2% — 22 = 2?(z — 1). Comme z2 > 0, d(z) ale
signe de  — 1 (et s’annule aussi en 0).
Donc C; est en dessous de Cg sur | — 00 ; 1] et au-dessus

sur [1;4oo[. Points communs : abscisses 0 et 1.

@ d(z) = 23 — 4z = z(z — 2)(z + 2). Sur [0; +oo[, z > 0
et £ +2 > 0, donc d(z) a le signe de  — 2. Ainsi Cy est
en dessous de C, sur [0;2] et au-dessus sur [2; +o00].

Points communs : abscisses 0 et 2.

@ diz)=2>+1-22>+3=4—2>=(2—2)(2+z). Ce
trindme est positif entre ses racines.
Donc Cy est au-dessus de C, sur [—2;2] et en dessous
sur | — 0o ; —2] et sur [2; +00[. Points communs :

abscisses —2 et 2.

| Ex. 44 B
>

Courbe et tangente : qui est au-dessus

(@) fl(z) =22 — 1, f(~1) = 2et f/(—1) = —3.
DoncT:y=—-3(z+1)+2= -3z — 1. Alors d(z) =
22—z +3z+1=2>+2z+1=(x+1)2>0.Csest
au-dessus de T sur R ; elles se touchent seulement en

r = —1.

(suite)

® f@) =% f@) =fet f2) =}
DoncT:y=—3(z—2)+4=—2%+1 Alors d(z) =
iy 1= % = %L.Sur]o;+oo[,4m > 0,

donc d(z) > 0: Cy est au-dessus de T sur |0 ; +o0[, avec

un seul point commun, d’abscisse 2.

(©) fi(x) =4a%, f(1) =1et f/(1) = 4.
DoncT:y=4(z —1)+1 =4z — 3. Alors d(z) = z* —
dz + 3 = (z — 1)%(2% + 2z + 3). Pour 22 + 2z + 3 :

A =4-12= -8 < 0,donc 2% 4+ 2z + 3 > 0 pour tout
réel . Ainsi d(z) > 0: Cy est au-dessus de T sur R ; un

seul point commun, d’abscisse 1.

@ f(z) = —22+4, £(0) = Let £/(0) = 4.
DoncT:y=4z+ 1. Alorsd(z) = —2?2 + 4z + 1 —
4z —1=—2%<0. C; est en dessous de T sur R ; elles se
touchent seulement en z = 0.

%% '~ Une inégalité prouvée par les
variations

@ d(z) = z® + 5 — 32> = 2® — 32 + 5. d est dérivable sur
R comme somme de fonctions dérivables, et
d'(z) = 322 — 6z = 3z(z — 2).

@ Sur [0;4+o00[, on a 3z > 0, donc d'(z) ale signede z — 2
:d'(z) < Osur[0;2] et d'(z) > O0sur [2;+00]. On
calcule d(0) =5etd(2) =8 —-12+5=1.

b 0 2 o0

o] - |o]|+
dx)| 5 | | 1 | A

@ Sur [0; 4+00[, le minimum de d est d(2) =1 > 0.
Donc pour tout réel z de [0; +o0], d(z) > 0, c’est-a-dire
z3 4+ 5 > 3z, Sur cet intervalle, Cs est strictement au-
dessus de C,, et les deux courbes n’ont aucun point

commun.

@ Non. C’est le signe de d qui donne la position, pas celui
de d'. Sur [0;2], d décroit mais reste supérieure ou égale
ad(2)=1>0.

Donc Cy est au-dessus de Cy sur [0;2].

(e) d(—2) = -8 — 12+ 5 = —15 < 0, donc £(~2) < g(-2).
L’inégalité est fausse pour z = —2 : elle n’est pas vraie
sur R. Elle est seulement démontrée sur [0; +oo].

%% '~ Vrai ou faux sur les inégalités

@ Faux. Pour z = 1,0ona+/z = § > 1. En effet, d(z) =
x — /T = y/z(1/T — 1) est strictement négatif sur
]0; 1[. L’inégalité est vraie seulement sur [1; +oo|
(et en 0).
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(suite)

@ Vrai. Pour tout réel z de [1;+oo[, d(z) = 2 — 4 = &
Orz—1>0et2? >0, doncd(z) > 0, soit 517 < i avec

égalité seulement en z = 1.

@ Faux.d(z) =23+ 2z — 222 = z(2? — 2z + 1) = z(z —
1)? s’annule en 0 et en 1. Les courbes ont donc deux

points communs : (0;0) et (1;2).

@ Faux. f'(z) = 322, f(0) = 0 et f'(0) = 0, donc
T :y=0.Alors d(z) = > — 0 = z3. Contre-exemple :
d(—1) = —1 < 0. C; est en dessous de T sur ] — 00 ;0] et

au-dessus sur [0; 00| : elle traverse sa tangente en 0.
%% % La racine carrée sous sa tangente

@f V4 =2.Pourz >0, f'(z) = 2\F,donc
f'4) = M:i T:y=f4)(z—4)+f(4)=i(-
4)+2,s0it T:y =tz + 1.

®) d(z)

comme somme de fonctions dérivables : d'(z) = ﬁ —

1_ 2y _ 24
1~ Ik  iJz dyz

@ Pour z > 0,44/ > 0: d'(z) ale signede 2 — /z. Or
2—x>0 < /z <2 <= z <4 (laracine carrée
est croissante). d(0) =0—-0—1= —1et
dd4)=2-1-1=0.

vz — x — 1. d est dérivable sur ]0; +oo[

bd 0 4 400
d’(x) +
dx) | -1 2] o |\

Le maximum de d sur [0; +o00[ est d(4) = 0, donc

0 —

d(z) < 0 pour tout réel z de [0; 400 : Cs est en dessous
de T sur [0; 400[, avec un seul point commun,

d’abscisse 4 (solution de d(z) = 0).

@ Non. C’est le signe de d qui donne la position, pas celui
de d'. Sur [0;4], d’ est positive mais d crott de —120:d
reste négative. Par exemple d(0) = —1 < 0:en 0, Cy est
déja sous T. Cy est sous T sur tout [0;+o0].

@ Pour tout réel = de [0; +o0[, d(z) <
V< iz + 1. On multiplie par 4 > 0 (le sens ne change

pas) : 4y/z <

d(z) = 0, c’est-a-dire pour = = 4. (Contrdle :

z+4—4/z=(z—-2)2>0)

0, soit

x + 4. L’égalité a lieu seulement si

%% % Une inégalité vraie seulement sur un
intervalle

@ d(z) = 2* — 3z + 2, dérivable sur R comme somme de
fonctions dérivables. d'(z) = 322 — 3 =3(z? — 1) =

3(z — 1)(z + 1) : trindme positif a Pextérieur des

racines —let1.d(—1) =—-1+3+2=4et
d(1)=1-3+2=0.
b —00 -1 1 400
d’(x) +]1 0] -0+
d(x) VAN B 3N IRV U 7%

@ Sur [0; +o0[, d décroit sur [0; 1] (de d(0) = 2 4 0), puis
croft sur [1;4oo[ : son minimum sur cet intervalle est
d(1) = 0. Donc, pour tout réel = de [0; +o0[, d(z) > 0
c’est-a-dire z* > 3z — 2. L’égalité n’a lieu que pour

z=1.
© @+2)(z—12=(z+2)(z>—2x +1) = 2® — 2% +

z+ 222 — 4z +2 =12 — 3z + 2 = d(z). Comme

(z —1)°

Donc Cy est en dessous de C, sur | — 0o

> 0, d(z) ale signe de  + 2 (et s’annule en 1).
; —2] et au-

dessus sur [—2; +00].

@ Les abscisses des points communs sont les solutions de
dlz)=0:2=—-20uz=1. f(—2) = -8 (et
g(—-2)=-6—-2=-8),f(1)=1(etg(l)=3-2=1).
Points communs : (—2;—8) et (1;1).

@ Faux. Contre-exemple : x = —3 donne
d(—3)=-274+9+2=-16 <0, donc
(—3)3 < 3 x (—3) — 2. L’inégalité est vraie seulement
sur [—2; +o0].

%% % L’inverse face a une droite et une
parabole

@d(a:) 1z=1L

1+ >0, donc d( ) ale signe de 1 — x. Cy est au-

ﬁl—’”)lH—xl .Pourz >0,z > 0et

dessus de D sur ]0; 1] et en dessous sur [1; +oo[. Point
commun (d(z) = 0avecz > 0): (1;1).

@ Pour passer de =>zral>
qui est strlctement négatif : le sens doit changer.

<z? —= z<

22, Tom a multiplié par =,

Correction : % > < 1< < —1 (car

x < 0). Sur ] — 00;0[, Cy est au-dessus de D seulement
sur | — 0o ; —1]. Contrdle : ¢ = —2 donne —% > -2,
mais ¢ = f% donne —2 < f%.

@ h(z)=1-1+ "’2—2, dérivable sur |0 ; +o00[ comme

somme de fonctions dérivables : h'(z) = —% + & =
—14a3 _ 281
2T T T2
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1) (suite)

@ (z-1)(z®+z+1)=2*+2’+z -2 -z - 1=2°—
1.Pourz?+z+1:A=12-4x1x1=-3<0,donc
z? + z + 1 > 0 pour tout réel z (signe de a = 1).
Comme z* > 0, #'(z) ale signede x — 1 : h/(z) < 0 sur
10;1[, K'(1) = 0, A'(z) > O sur |1;+4o0[.

@ ry=1-1+}=4.

x 0 1 400
b’(x) - 10|+
h(x) N s |

Le minimum de & sur |0; 400 est % > 0, donc pour tout
réel z de |0; +oof, h(z) > 0: i >1-— %Z.Cf est
strictement au-dessus de C, sur ]0; +-00[, sans point

commun.

benprofparticulier.fr - 15



