Terminale maths expertes / Complezes : forme

exponentielle — corrigé

benprof
particulier.fr

Argument et forme
trigonométrique

Cex s B

@ |z1] = v/16 + 16 = 44/2. Alors cos§ = 4;\4/?
sinf = 3?, donc arg(z;) = % [27].

Module et argument
_\2
=et

@ |22] = /1244 = 4. Alors cos § = — %2 Y3 ot sinf = %
(deuxieme quart du cercle), donc arg(z;) = 3¢ [27].

@ |z3] = +/1+ 3 = 2. Alors cos§ = 7% et sinf = —@
(troisiéme quart du cercle), donc arg(z3) = — & [2n].

@ z4 est un réel strictement négatif : |z4] = 9 et

arg(zy) = 7 [27].

@ z5 est un imaginaire pur de partie imaginaire négative :

|25] = £ et arg(z5) = —Z [2n].
@ On développe : 25 = v/2i —i2v/6 = /6 + \/Qi
Donc |z5] = v/6 + 2 = 21/2. Alors cos§ = 2 = %

sinf = % = 1, donc arg(z) = % [27].

* Retour a la forme algébrique
@6( 25 ) ~3V/2 + 3421
@4(§f-) —2v3 -2
(© 5(-1+0x1) = -5.
@ ;(_1_ﬁi):_1_ﬁi
2\72 7 72 1zt
@ I 7+2metun argument est défini a 27 pres, donc

le nombre vaut 3 (

[ Ex.3 B

@ Le facteur —2 est négatif, or » > 0. Comme

La vraie forme trigonométrique

—1 = cos 7 + isinm, le nombre vaut2(cos + isin 65”)
et%"—2ﬂ':—4—”:2(cos( )+1sm( 45”)).

5
@ Le signe entre les deux termes est « —». Comme

cos ( 27”) =cos & = et sin ( 27”) = —sin 2—7”, on obtient

5 (cos (—%) +isin (-%)).

@ C’est bien une forme trigonométrique, mais

11” ¢ | —m;m]. Comme 1%)-” 2 = on obtient

67

4 (cos (—5) + isin (_E))‘
@ Le cosinus et le sinus sont inversés. Comme sin § =
I_ 1) — In I _ Iz i
cos (2 9) cos 1z et cos g = sin 3y on obtient

1x (cos 15 +isin g)

(suite)

@ Le cosinus est précédé d'un « —». Comme — cos 7; =
cos (ﬂ' — 1”—0) et sin {5 = sin (71' — 10) on obtient

1x (cos— +isin %)

%% - Les erreurs de Léna
@ La tangente seule ne détermine I’angle qu’a 7 pres. On
alzl|=v3+1=2,cos0 = —@ et sinf = —3 : le point
est dans le quart inférieur gauche.

Donc arg(z) = — 2 [27].

@ Le cosinus seul laisse deux angles possibles,

|z| =16 +48 = 8,cosf = § = 1 et

T ot _ I Tci
3et 3.1c1

sinf = —42 = % <,
Donc arg(z) = —% [27].

@ Un argument n’est défini que pour z # 0 : 'image de 0
est O, et 'angle (7, @) n’a pas de sens puisque le
vecteur est nul.

Donc 0 n’a pas d’argument.

@ —m ¢ ] — m;7|. Les mesures — et 7 sont égales a 27
pres, mais la mesure principale est 7.

Donc arg(—6) = 7 [27], de mesure principale 7.

%% ' Un module qui dépend d’un parameétre
@ 2, = a(1 + v/31) est nul si et seulement si a = 0. Or 0

n’a pas d’argument.
Donc 2, n’a pas d’argument pour a = 0, et seulement

pour cette valeur.

@ 24| = V/a® + 3% = V'4a? = 2|a, car Va® = |a]

(et non a).

@ Sia > 0, alors [2,| = 2a et Za=2a( + ‘f) Comme
cos%:%etsin%: é,onaza:2a(cos§ +isin§),

avec 2a > 0.

@ Sia <0, alors |z,] = —2a > 0 et z, = —2a (—% — 731)
Le cosinus et le sinus valent —— et — £ , donc z, =

—2a (cos( )+1sm( 23”))

@ 2la| =6 <= |a| =3 <= a=30oua=—3.D’apres
les questions précédentes, arg(z3) = % [27] et
arg(z_3) = —% [2n]. Les deux nombres ont le méme

module, mais pas le méme argument.
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% %% Un argument qui dépend d’un angle

@Zg:1+0+i><1:1+i‘0na|1+i|:\/ﬁ:\/§.

Si @ est un argument, cos p = % = 4 et sinp = g,
donc ¢ = Z. Conclusion : |z5| = v/2 et

arg(zz) = § [27].

@ La formule de duplication avec a = g donne 1 +

cos0—1+2cos —1 = 2cos? et

Q

sinf = 2singcos 3

Donc zg = 2cos? ¢ 5 +2i sin £ 5 cos g, c’est-a-dire

29 = 2cos§ (cos 3 +isin g)

@ Sif €| 77l';ﬂ'[,a101‘5% SEE IR donccos2 > 0. Le
facteur r = 2 cos% est donc strictement positif, et
I’écriture de la question 2 est une forme
trigonométrique. On en déduit |zg| = 2 cos g et
arg(z) = & [2n]. Comme § €] — 7; 7], c’est la mesure

principale.

@ zr =1+cosm+isinm=1—140=0.Lenombre0
n’a pas d’argument : son image est O et ’angle
—
(7, OM) n’est pas défini. On ne peut donc pas parler

d’un argument de z;. C’est cohérent avec 2 cos § = 0.

@ Non. 2 cos 2?” = —1 < 0, or un module est positif :

2T

I’écriture —1 x (cos = +isin 3¢ ) n’est pas une forme

trigonométrique. On calcule directement : 2z = 1-—

%f Azﬁi:%flgi. Sonmodulevautw/}lJr%:l. Sip

est un argument, cos ¢ = % et sinp = — %3, donc
¢ = —3. Conclusion : |24 | = 1 et arg(24) = —F [27].

% %% Imposer un argument
@ arg(zm) = § [2n] si et seulement si 2,, est un imaginaire
pur de partie imaginaire strictement positive, c’est-a-
direm —2=0et m + 2 > 0. On obtient m = 2, et

alorsm + 2 =4 > 0. Conclusion : m = 2 et zo = 4i.

@ zm est réel si et seulement si m + 2 = 0, soit m = —2.
Alors z_9 = —4 < 0. Aucun z,, n’est donc un réel

strictement positif : aucun m ne donne

arg(z,) = 0 [27]. En revanche, z 3 = —4 est un réel

strictement négatif, donc arg(z_5) = 7 [27] : m = —2.
@ Avecr = |z,|, on veut mT_Z = cos %’r = ,;g et

mi2 _ gin 31 — ¥2 1] faut doncm — 2 = —(m + 2) et

m + 2 > 0. La premiére condition donne 2m = 0, soit
m = 0, et alors m + 2 = 2 > 0. Vérification :
29=—242i,7r=+/8=242,cos6 = 2’725 :—get

sinf = ‘/75 Conclusion : m = 0.

<suite>

@ Faux. tanf = m” = —1 donne seulement

m+2= 7( 72),soitm:0. Or zg = —2 + 2i a pour
argument ?jT" (question précédente), pas — 7. En effet,
V2

arg(zm) = — 7§ [27] exige cos @ = %= > 0, donc
m — 2 > 0, ce qui est faux pour m = 0. La tangente ne
distingue pas %T” de —% (égaux a 7 preés) : aucun m ne

convient.

(©) lzml=(m—22+ (m+2)*=m? —dm + 4+ m? +

4m + 4 = 2m? + 8. Comme m? > 0,on a |zm\2 > 8,
donc |zm| > 2v/2 > 0: zm # 0 pour tout m, et zm a
toujours un argument. De plus |z,| > 2v/2 > 1, donc

|2m| # 1: aucun z,, n’appartient a U.

%) » x % Unangle de n/8
@ Jop - (V2+\/§)2+( 27\/5)2:2+\/§+2—

v/2 = 4. Comme un module est positif, |z| = 2.

@ Aveca—%: cosT =2cos’Z — 1, donc
T +

4 8
T _ -_‘b[ us s
cos? & = =% = . Comme § €]0; 5[, ona
2 A
os§>0,donccos§:AZE.Dememe,coslef
2sin2§donnesin2§:2+4*/§.Commesin%>0, ona
. 2—2
T o_
sin § = Y5—.
. 24V2 | . A/2-V2
Onfactor15eparr-2:z-2< ; +1i \[),
N . 2
D’apres la question 2, cos§ = 22“/_:cosget

. -2 . o
sinf = 3@ = sin %. Les deux conditions sont
vérifiées par § = §

Donc z = 2 (cos § +ising) : |2| = 2 et arg(z) = & [2n].

w = —z, donc |w| = 2. On cherche 6 tel que cos§ =
—cos § et sinf = —sin . Comme cos(z + 7) = —cosz
et sin(z + ) = —sinz, angle ¥ + 7 = ¥ convient. Or

& ¢] — m; 7] : on retranche 27 et on obtient —ZF. Cest
cohérent : 'image de w a des coordonnées négatives.
Conclusion : arg(w) = —%r [27]

(mesure principale).

Non. Dans une forme trigonométrique r(cos 6 + isin 6),
le signe entre les deux termes est «+». L’écriture d’Ines
n’en est donc pas une. Par parité, cos £ = cos (—%) et

—sing = sin (—%).
Donc zZ = 2 (cos (—%) +isin (—3)) : [2] = 2 et

arg(z) = —5 (27, pas 3.
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a Forme exponentielle : produits,
quotients, puissances

| Ex. 9 By

() 2 x 3¢i(EE) = geift = 6eit.

Calculer en forme exponentielle

@ On divise les modules et on soustrait les arguments :
%ei(s_ﬁt( 7)) = 4% = 4e 1% , car ‘& 6 -2 = 5—637.
@ Le conjugué change ’argument en son opposé : Bei 7.

@ —4 n’est pas un module. Comme —1 = ei™, on a

46i(5+7) = 4ol — 4o 71

(o) 2% = 16¢'% = 16¢1%, soit —16i.

&30
@ |z1] =14+ 1= V2, cosh = 7\/25 et sinf = g,donc
7 = V26T,

@ |za] = 4/9+ 27 =6, cosf = % et sinf = —32§,donc

De la forme algébrique au produit

iZ

29 = 6e7 3.
@ 6v2el(B#) = 61268,
@ \/_ei(i41+l = _elllg_;r = %eﬂlll_7r

@ 65 1T = 7776 !5 , car f— + 27 =
@ Z=+2e ¥ donczlzg—ﬁxfe’il2 =6v2e .
%% - Les erreurs de Lina

@ Faux : 'exponentielle ne transforme pas une somme.
En forme algébrique, i + —1 + + %2 ‘/_ 12&(1 +1i).
Son module vaut H‘[ x V2 = % # 1, donc la

somme n’est pas egale ai.

@ Faux : un module est positif. Comme —1 = €™, on a

—3e-i% = 3¢i(" %) = 3¢i% . Le module vaut 3 et un

argument est 67" .

@ Faux : Lina a additionné les arguments, alors qu’il faut

les soustraire dans un quotient. On obtient
2ei(f 1) = 2¢-i%
@ Vrai : d’apres la formule de Moivre,
4
<e18) =e's =¢'%f. Or & — 27 = Z, donc ce nombre
vaut e'f = i. Lina a raison.

%% ' Valeurs exactes par un quotient
@|a| 3+9f2\/§avecc050f4L:%et

sinf = 2\/§ = 2 Y3 donc a = 2v/3 ¢l5. De méme, |b| =
2v/2 et b= 2v/26l%

@ q= ;ﬁ%ei(%%) = 32@ei

@ q= (ﬁ+32(2—2i) _

ISEl

2V346+i(6-2v3) _ 343 +i3_\/§
3 =71

1 -

(suite)

@ Les deux formes de g donnent les mémes parties réelles :

‘ég cos 5 = M
Donc cos & 12 2465 M = &4&@. De méme,
avec les parties imaginaires, sin 75 3;\/‘? = @.
%% '~ Quand la puissance devient réelle
@|z 2+6—2\/—c056— Z%et
sinf = —2\‘//65 = fg.

Donc z = 24/2¢e715.

nm

@ D’aprés la formule de Moivre, 2 = (2v/2)" e 1% .

@ 2" est réel si et seulement si —%* = km avec k € Z,
c’est-a-dire n = —3k.
Donc 2" est réel si et seulement si n est un multiple de

3.

(9 1 faudrait —2

k € Z. Ce nombre n’est jamais entier, car 3k est entier

= I 4 km, soit n = —3 — 3k, avec

et g ne est pas.

Donc aucune puissance z" n’est imaginaire pure.

@ Il faut —5F = 7 [27]. Alors 2" est réel, donc n est un
multiple de 3 d’apres la question 3. Pour n = 3, — %” =
—m =7 [27] : n = 3 convient, et c’est le plus petit
multiple de 3 non nul. On a 2% = (2v/2)%e ™™ = 16/2 x
(—1) = —16+2.
%% % Une puissance égale a un conjugué
@ —4i a pour module 4, et —i = e~i%, donc —4i = 4e i3,

avec 4 > 0. D’apres la formule de Moivre, 2* = r2e??.

CommeZ =re ¥ ona —4iZ = 4r el(=3-9).

@ Deux complexes non nuls sous forme exponentielle sont
égaux si et seulement s’ils ont le méme module et des
arguments égaux modulo 2.

Donc 7% = 4r et 20 = —% — 6 [27r]. Comme 7 > 0, on
obtient r = 4 et 30 = — % [2x].

@ 30 = —% + 2km donne § = —% + ¢ 2’” ,avec k € Z. Dans
| —m; 7r] seulsk =0,k =1etk = 71 conviennent :
=—-%,0=5oub= %”. Les solutions sont

e it = 2\/’ 2i, 4e'f = diet 4o ¥ = —2¢/3 - 2i.

@ Non. —4 n’est pas un module : comme —1 = €™, on a
—4e'f = 4¢'¥ . Le module vaut bien 4, mais
3 x %’r = 57” =2 [27], et T # —Z [27]. Vérification :
(—2v/3 +2i)% = 8 — 84/31, alors que
—4i x (—2+/3 + 2i) = —8 + 84/31i. Ce nombre n’est

donc pas solution.
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(suite)

@ On multiplie les modules et on additionne les
arguments : 43 e(-FH1-%) = 646715 Le produit des
solutions vaut donc —64i.

%% % Somme de deux exponentielles :
I’angle moitié

@ On factorise par ’angle moitié : e + ¥ =

e’ ( ;ﬁ. Alors ez +

e = (cosz +isinz) + (cosz —isinz) = 2cosz, d’olt

+e” 1_) On pose z =

I’égalité annoncée.

@ On prend a = 3?” et B=I:5=2cos (%) ¢¥.0na
cos £ > 0, donc c’est bien la forme exponentielle : | S| =
2cos f et arg(S) = & [27]. Comme 0 < I < % et que

cos est décroissante sur [0; 7], on a cos £ > %, donc

5
|S| > 1. Or ¥

DoncS#ei?.
@Onprendazg—”etﬁ:—m’o}i etaw*w.

Donc T = 2 cos ( ) e'fi. Ce n’est pas une forme

exponentielle, car 2 cos T = —2cos § < 0. Comme

—1=¢€",onaT = 2cos (%) el(F+7) = 2cos (3) el

— 27 = —2 donc

En mesure principale, L& 10 =5

T = 2cos (g) e 16,

@ On multiplie les modules et on additionne les
arguments : S x T = 4 cos? (%) (3-%) —
4cos? ()

S x T = —4 cos? (’5—’) i, qui est un imaginaire pur.

iz —1Z . .
e 2. Comme e '2 = —i, on obtient

@ On divise les modules et on soustrait les arguments :

ﬁ_ZcosKE 1(21(4,10)7 131r 13r _ ir
T = Zcosf © e Or 55 T="10"

Donc % = iff , de module 1.

% %% Puissances d’un produit avec conjugué

@ fu| =

u=2e%. |y

v/3+1=2 aveccosf = — 32§etsin9: %,donc

= /2, avec cosf = 74 et sinf = ,é,

doncv = 2e ¥,

@ Le conjugué change ’argument en son opposé :
7 = v/2¢e'F. Pour le produit, on multiplie les modules et

on additionne les arguments : P = 2+/2 ¢’ i(F+%) =

2\/_e 2, Or 119—2”7271': fﬁ,doncP: Zﬂefi%.

(suite)
@ Ona P" = (21/2)"e

imaginaire pur si et seulement si —

, qui n’est pas nul. P" est un

5nm
12

k € Z, c’est-a-dire —5n = 6 + 12k. Cela revient a

5n = 6 [12]. Comme 5 x 5 = 25 = 1 [12], en multipliant
par 5 on obtient n = 30 = 6 [12]. Réciproquement, si

n = 6 + 12m, alors 5n = 30 + 60m = 6 [12].

Conclusion : P" est un imaginaire pur si et seulement si

= 5 + km avec

n = 6 4+ 12m, avec m € N. Par exemple,
PS5 —512¢71F = _512i.

@ P" est un réel strictement positif si et seulement si
5{’2" = 2km avec k € Z, c’est-a-dire si 24 divise 5n.
Comme 5 et 24 sont premiers entre eux, le lemme de
Gauss donne : 24 divise n. Le plus petit entier n > 1 qui
convient est donc n = 24. Remarque : pour n = 12,
I’argument vaut —5, égal & 7 modulo 27, donc P'? =

—218 est négatif. Enfin, P?* = (24/2)%e 10" =

(25)24 — 2%,
B Formules de Moivre et d’Euler,
formules d’addition
* Puissances sans développer

@ 1—i=+2e7, donc (1 —1)® = (v2)% —iF = ge iF,
Or-& o+ 27 =%, donc (1 —1)f = 8el = 8i.

@ V3 +i = 2¢it, donc (v/3 +1)° = 32¢i¥ (mesure
principale). Sous forme algébrique :
32 (3 + 4i) = ~16v3 + 161

@ —1—i=+2e'¥F, donc (-1 —i)* = 4e %" Or
—37 + 47 = 7, donc (—1 —i)* = 4e'™ = —4.

. .. 15 j 15z sz
. )7 — ol — el
@ Par Moivre, (cos 1 +1isin 10) e’ =¢'?, et pas
« .1
cost® & +isin®® Z. Or 32 — 27 = —Z donc le nombre
10 10 2 2
o .
vaut e’z = —i.

@ 1+iv/3 = 2¢i%, donc (1 +1v/3) 4 = 2-%e 1% = 11—6ei2?1,
car 77 + 27 = 2” . Sous forme algébrique :
«f V34
(L)

O -
O

e'i, donc la puissance vaut el“1- =¢'"z . Or

T =263 x 2+ §

x
2 cos(2z)—2 _

e e—n)Z _ 62i172+€72iz o
@ s1n Tr = )2 = "y = 1

7w . l—cosm — 141

27 2 2

2ic —2iz\3 6iz 2iz 21::: 6iz
@ cosd (2z) = (e +e ) _ e™i3e +3e te
2 cos(6x)+6 cos(2z cos(6z)-+3 cos(2x
( )8 ( ): ( )4 ).Controleenmzoz

143 _
T =1

ik .
, donc le nombre vaut e'? = i.

Linéariser avec Euler

1—cos(2z)
5 .

102

Controle en z = =1=sin

oIy

benprofparticulier.fr - 4



(suite)

@ (2i)* = 16, donc sin’ z = %ﬁ =

¢ _46M7 16 4 1o 4 2cos(dr) 8cos(2e)16 _
- 3 -

16
cos(4x)—4 cos(2x)+3 A cosm—4 cos £43
%. Controle en z = % : —82_ =

4
—1-043 1 _ (2
g8 — a1 \2) -

4 o (ei”“re i:c)4 _ e4iz+4e2iz+6+4e—2iz+e—4iz _
@ CoS" T = 16 - 16 -

2 cos(4z)+8 cos(2z)+6 _ cos(4z)+4 cos(2z)+3 A —-n.
16 = 5 .Controleenz =0:
14443
443 —

iz 2iz 2iz

iz — —!
@cosa:><81n233=e+2e x e=He =

. . . C3igy 2 _9 B

7% (e3lz _elt _eir g 311) _ _ 2cos 31‘8} cosz __
_ . 1_

MS—’Q. Controleenz = I: 2228 = d et

T in?ft — 1y 3 _3
cosf xsin"§ =35 x §=%.

% % '~ Formules d’addition démontrées par
les exponentielles
@ D’une part, e x e * = ¢l® % = cos(a — b) + isin(a —
b). D’autre part, (cosa + isina)(cosb — isinb) =
cosacosb+sinasinb + i(sinacosb — cosasinb). Deux
complexes égaux ont mémes parties réelle et
imaginaire : cos(a — b) = cosacosb + sinasinb et

sin(a — b) = sina cosb — cosasin b.

@ D’une part, (eia)2 = gla

part, (cosa + isina)? = cos? a — sin’ a + 2isina cos a.

= cos(2a) + isin(2a). D’autre

Par identification : cos(2a) = cos?a — sin® a et
sin(2a) = 2sinacosa.

T s s inZsinZ — 1
@cosﬁ—cos3cos4—l—S1n3s1n4—2

v
T+§
V2 _ V246 _
2 4 -

s
.sin &5 12 =sin% 3 Cos 4 — COS 7 3 sin & 1

@Aveca—12 2sin 5 cos & = 2 x ‘/67\/516\/6“/5 =2x

12
6-2

= % On retrouve blen sin § = 7 : les deux valeurs

sont cohérentes.

%% ' L’erreur d’Inés sur cos(30)
@ cos (3 X ’gr) = cosm = —1 alors que cos3§ = (%)3 = %.
L’égalité est fausse : Inés n’a pas raison. Moivre donne
(cos@ +isin )3 = cos(30) + isin(30) : la puissance

passe sur I’angle, pas sur le cosinus et le sinus.

@ On note ¢ = cosf et s = sinf. (c +is)® = 3 +
3c%(is) + 3c(is)? + (is)® = ¢ + 3ic?s — 3cs? — is®.

Partie réelle : ¢® — 3cs?.

@ Par Moivre, ce nombre vaut aussi cos(360) + isin(30).
Deux complexes égaux ont la mé&me partie réelle :
cos(30) = ¢ — 3cs?
cos(360) = c® — 3¢(1 — ¢?), donc
cos(30) = 4 cos® 6 — 3 cos .

@cos(S@):4><(%)3—3x%:%_1:_¥.

Avecs?=1-¢2

%% -~ Factoriser par I’angle moitié

@ 1+ elf = eit (e’i% + ei§>. Par la formule d’Euler,

Y Y
ez 4 ez :2cosg.

. 0
Donc 1 + €' = 2cos (§) e'%.
@ Avec§ = % : z; = 2cos (%) e's. Comme cos > 0,
c’est une forme exponentielle : |z1| = 2cos £ et

arg(z1) = Z (271

i 2@ 2x
@ Avecd = ﬂ 1 29 = 2cos (23”) e's = —e'% . Le facteur

—1 est négatif : ce n’est pas une forme exponentielle.

. « 5T s
—1=¢", doncz = €T =e 3|z =1et

__=x ole s 29 — 1 — 1 _aB; 1 _
arg(z;) = —%. Controle: 2z =1 — 5 — i =3
Fioes

@ Par Moivre, 2} = 2° cos® (%) e™ = —32cos’ £. Comme

cos § > 0, 23 est un réel strictement négatif.

%% % Du bindme a la valeur exacte de
cos(nt/8)

@ D’aprés la formule du bindme, (c + is)* = ¢* +

4c3(is) + 6¢?(is)? + 4e(is)® + (is)* = ¢* + 4ic’s —
6c2s2 — dics® + s*. D’apres la formule de Moivre,
(c +is)* = cos(46) + isin(46). Les parties réelles sont
égales : cos(40) = c* — 6c%s? + st Avec s =1 —c?:
cos(48) = c' — 61— )+ (1) =c' — 6% +
6ct +1—2¢2 + ¢t

Donc cos(46) = 8c* — 8¢* + 1.

@ On identifie les parties imaginaires dans le
développement précédent : sin(40) = 4c®s — 4cs®, donc
sin(46) = 4es(c? — s?).

@ Pour§ = 5,ona 40 = 3 etcos( ) =0.
Donc X = cos? (s) vérifie 8X2 —8X +1 = 0. Le
discriminant vaut A = 64 — 32 = 32, donc

X = % = 2i—‘/i.CommeO < § < 7 et que cos est
décroissante sur [0' |, on a cos (%) ﬁ > 0, donc
> % Or 2’4‘[ =, donc X = Conclusmn

2+v2
cos (5) — Y22

@ Pour 6 = 3%, on a cos(48) = cos (3F) = 0.
Donc cos (3”) est aussi une solution de
8X2-8X +1=0. Comme— <3< 2,ona
0 < cos (3;) < i , donc cos (%)

2
I'autre solution : cos (3; ) = Comme ce cosinus

yove 2 V2 : Paffirmation est vraie.

Il s’agit donc de

est positif, cos ( = )
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%% % Linéariser sin3x pour intégrer
@ Pourz=7F:e ef —iete ¥ = —i, donc ﬂ;—‘l =1i0Or

sin § =1 # i: Noé€ a tort. En soustrayant T

cosz —isinz 4 e® = cosz + isin z, on obtient

e? —e™ =2isinz.
iz _,—iz

Doncsinz = £ 5— : No€ a oubli€ le i au

dénominateur.

() Ona (2i)° = 81 = —8i, donc sin® & = E=¢ L

—8i
it _3¢it | 3o—it _g—3ic

= . On regroupe les termes conjugués :
.- 3 _ 2isin(3z)—6isinz
sin® ¢ = e .
. __ 3sinz—sin(3z) A _z.
Donc sin® z = 2222288 Controle pour z = % :
3x1—sin &

B — :—341:1:sin3

@ Une primitive de x — M@_ﬂ”l est
F(z) = *4cosm+12cos(3ac) Onap(%) —04+0=0

DoncI=F (%) - F(0) = 2.

NI

@ D’apres la question 2, 4sin® z = 3sinz — sin(3z), donc
sin(3z) = 3sinz — 4sin® z. Vérification pour z = £
3x$—4xi=3—1=1etsin} = 1. Laformule est
bien vérifice.

% %% Somme de deux exponentielles et
puissances

@a—4,avec1112’r—?’41—”+ et Z =3 _17
Donc u = e'F (e 5+ e’“ﬁr). D’apres Euler,
et +eif = 2cos & = V3.

Doncu = \/§ei%f. Comme /3 > 0, c’est une forme

=+/3etarg(u) =

principale car 3[7” €] —m; 7.

exponentielle : |u , mesure

@ D’apres la formule de Moivre, u = (\/5)%1“57" = 276 %,
Or & =2 x 21 + £, donc u = 27¢'3, de mesure

pr1nc1pale . Sous forme algébrique : u® = 27i.

@ u" )e ™ avec (v/3)" > 0. Ce nombre est un réel
strictement positif si et seulement si 32” = 2km avec k
entier, soit 3n = 8k. Alors 8 divise 3n, et 8 est premier
avec 3, donc 8 divise n (théoréme de Gauss).
Réciproquement, si n = 8m, alors % = 6mm = 0 [27].
Les entiers cherchés sont les multlples non nuls de 8. Le
plus petit est n = 8, et ud = (1/3)%e0im = 81.

@ D’une part, u = cos 11—” + cos 7—" +1i (sin Ur 4 sin %)
D’autre part, u = \/§ ( 2 4 1‘[)

2£ + 1@. Par
unicité de la forme algébrique, on identifie les parties

r /6
réelles : cos & 12 +cos 53 = —3.

Racines n-iemes de l’unité,

n équations z" = a

* Racines de ’unité : écrire et calculer
@ Les éléments sont e'** pour k € {0;...;5}. Les
2 4m  5m

arguments 0, §, &, 7, <, 3 se raménent dans | — 7; 7],

dou: 1, eif, ¥ | eim, e7iF | eiF.

Shri TP SRV ¥ R SRR/ Fa .
@ Sous forme algébrique : 1; 5 4+ $°i; —5 + %5°1; —1;
D SVA T SR T
2 22T T2 b
@ wd =¢eT.0r ¥ — 27 = -3 ] — m; 7], donc la mesure
principale est 7:%

: les nombres 1, w, ..., w’ sont

2z
@ w=e¥, doncw’ = &%
exactement les huit éléments de Ug. Leur somme est

nullecar8 >2:14+w+---+w’ =0.

. 5 .
@ (e‘”s“) = '™ — 1, donc il appartient 2 Us. Comme

L1 _ 97 = 4 €] — m; 7], la mesure principale est 2.
(®) 7% = %™ =1, donc j10 = ()% x j = j = —1 + i,

(® u

vaut donc 1 et non 0 : la somme nulle n’est vraie que

= {1}, car 2! = 1 seulement pour z = 1. La somme

pour n > 2.

[ Ex. 26 Bl

(@) —27i = 27e 5. Avec z = re : ¥ = 27 et 30 = — T [2n],
doncr =3etf =— 2’” , k € {0;1;2}. Les solutions

Résoudre 2" = a

6+
_j 3 jom
sont 3e %, 3e'? et 3¢

(car & — 27 = —31).

@ —625 = 625¢'™. Avec z = re? : 1t = 625 et 40 = 7 [27],

— _ km 5
doncr =5etf =75 + %, k€ {0;1;2;3}. Onrahmene4

et %’T dans | — 7; 7] : les solutions sont 5e'7, He! ¥, 5e ¥
et 5e71. La partie réelle 5 cos 8 est strictement positive

si et seulement si 6 € ] —555 [ Les solutions cherchées

sont donc 22  232j et B2 — 225
@ L’équation a exactement 5 solutions. Leur module r

vérifie 7> = 1024 avec r > 0, donc 7 = 1024'/% = 4 (car
45 =1024), et non 1024.

@ |1 +iv/3| = 2 et arg(1 +iv/3) = Z, donc
1+iv3 = 2e'f. Alors 2 = 2 et 20 = F [27], donc r =
V2et 6 = I+ km, k € {0;1}. Solutions : 3? + lgi et
o6 ¥2

2 PR
%% '~ Vrai ou faux sur les racines

@ Faux. Pour k = 5 : €™ = 1, c’est la méme valeur que

pour k = 0. L’équation z° = 1 a exactement 5 solutions

distinctes, obtenues pour k de 0 a 4.

benprofparticulier.fr - 6



i 2
(suite) %% Le pentagone régulier et cos (%)
@Vrai. lj| =1,donc jj = |j* =1,douj = .Deplus,

j3 = el =1,donc j x j2 = 1 et j2 :% A1n51

@ 0 n’est pas solution. On pose z = re’ avec r > 0. Alors

=1 <= r®=1et50 =0 2n],soit r = L et § = %=

avec k € {0;1;2;3;4}. Avec k = 5, on retrouverait la

solution 1. On raméne 6; Al T —2n=—-F,et 8?” a 72?”.

ji=7

1
i

@ Faux. 216 = 216 ¢! donne 7 = 6 (car 63 = 216) et
0= %r, k € {0;1;2}. On trouve trois solutions : 6, 65
et 652 = 6e ¥ . Par exemple, (65)° = 216 j° = 216.

Les cing solutions sont : 1 = w?, ¥ = w, ei4_sﬂ = w?,
e = wlete iF = wh
() Vrai. 2025 = 3 x 675 et j° = 1, donc ®) =

j2025 — (j3)675 = 1. Alors j2026 4 j2027 4 j2028 —

PG+ 4% =i+ +1=0,car 1 +j+j%estla

€ ]0; 27|, donc w # 1. C’est la somme des termes
d’une suite géométrique de raison w : 1 + w + w? +

W Wt = 11_“’ =0, carw® = 1.
somme des éléments de Us, nulle. .
—i

4 =e 1% =1, donc

@ D’apres la premiére question, w
@ Faux. Comme 1 + j + j2 = 0 (somme des éléments de
Us),onal+j=—j52

Done (14 )% =~ = ~(7%)2 = -1 # 1.

u—w+w—2cos(5) De méme, w3—w2 donc

v = 2cos ( ) D’apres la question précédente, u + v =

w4 w? + w® + w* = —1. Ensuite, wv = w® + w* + Wb +
%% ' La résolution de Noé Ww=wtwtwtw=-1carw® =1.
4 _
@ Non. r est le module de z, donc 7 > 0. De 7" = 16 on (D w et v ont pour somme —1 et pour produit —1. Ce sont
déduit r = 2 seulement. La valeur r = —2 est a rejeter. donc les solutions de X2+ X —1=0.0Ona
@ —1=e7, donc —2¢iF = 26iF = 2¢71¥. Puis A =1+ 4 =5, et les solutions sont %*/5 et ’—1“2’—‘/5 Or
(—2ei§)4 = 163 = 16i: c’est bien une solution, mais #Z €]0; %[, donc u > 0. On en déduit u = 71+\/5a d’on
1
trouvée par une justification fausse. cos (¥ 5 1) = \[
. 1
@ Les arguments sont égaux seulement a 27 pres : @ v est 'autre solution : v = ) V2 done
4
49 =T 4 2km, k € Z. cos ( 3 ) = —“35 . Ensuite, cos (%) = cos (7r— ?’T) =
Donc 6 = £ + k—;, et pas seulement . — Cos (457r) = 1+4f~
@ Avecr=2etf =1+ k2_7r7 pour k € {0;1;2;3}, on % %% Une solution trouvée de téte, puis

1o gim \Ix L3 toutes 1 t
obtient 2ei%, 2¢1¥ | 2¢71% et 2e71¥ (on rameéne 9?” et BT” ortes fes autres
(@) |~2+ 2 = VAT 4=2y2,et —2+2i =
24/2 ( ‘[ ‘[ ) = 2/2¢'F. Par ailleurs, zy = +/2¢€'%,

donc 28 = (\/5)3 e =226 = 24 2i. Ints a

dans | — 7; 7]). L’équation a 4 solutions, Noé en a

trouvé 2 : il en a oublié 2, 2¢'F et 2e ¥

%% '~ Un polygone caché dans une équation

) ) raison.
@ —729 = 729¢'". Avec z = re? : S = 729 et 60 = 7 [27],
3
doncr =3et@ =% + 5 ke {0;...;5}. Les solutions ®z07£0et —2+2=z. ,
sont 3e'7, 3e'?, 3ei%, 3e’i%, 3e 1% et 3¢5, Donc 2% = 23 <= Z; =1 <= (z—zo> = 1. Ainsi,

Z ¢ Uz = {1;4; 7*}. L’équation (E) a donc exactement
@ Les six solutions ont pour module 3 : leurs images sont 20 3= {117} Léq \ (B)
troi luti : j et 297°. L le soluti
sur le cercle de centre O et de rayon 3. Leurs arguments TO15 SOMULIONS : Z0, 20 €L Z0J°. L& sewe sotution Zp e

) . suffisait pas.
5+ ’“3—” sont espacés de § = %’T. Les images sont donc les P

sommets d’un hexagone régulier inscrit dans ce cercle. @ 29 = v/2¢€'1 = 1+ 1. Ensuite, 2zj = v/2 d(i+%) =
@ 20 = 3eif = S\f +3 Siet 2 = 3i. No e Enfin, 2052 = V2eiE =/2e i (on retire
2m). Sous forme algébrique : zpj = (1 +
DoncAoAlz\z17z0|:’742[+%i‘:,/24—7+%:3. ) gebnd 0of = (

i) —%—i—?i :’1‘/_ ‘/_lletzg =(1+

L’hexagone est régulier, ses six cOtés mesurent 3 : le
g g ) ) 1 _\/—,1 1+\/"
2 21) = 73

Lv35 T.e module commun +/2

convient : (v/2)? = 2v/2 = |2 + 2i|.

périmetre vaut 18.

s 21 . z . iZ
@ Avec w = €!7, chaque solution s’écrit 3elt x w*,

k € {0;...;5}. Leur somme vaut
3¢'% (1 +w + - -+ + w®). La parenthése est la somme des
éléments de Ug, nulle car 6 > 2. La somme des solutions

est donc nulle.

benprofparticulier.fr - 7



(suite)
(@ 4B =
de module i—i + % =+/3.
Donc AB = v/2 x v/3 = /6. De méme, BC = |z x
lj| x |j — 1| = V/6. Enfin, CA =
1-352= g + @i de module v/3, donc CA = /6. Le
triangle ABC est équilatéral, de coté /6.

1205 — 20 = |20] % | — 1]. Or j — 1 = —3 + %,

20| x [1 = j?|, avec

(©) 2+ 205 + 205> = 20(1 + j + %) = 0, car
1+ j + 32 = 0. Le centre de gravité du triangle ABC a

pour affixe 4HE+HC — () : c’est 'origine O. C’est aussi le

centre du cercle circonscrit 8 ABC, car

OA=O0B=0C = 2.

% %% Sommes de cosinus sur un polygone
régulier

@wk—el_ Comme n > 2, on a 2 ¢ 0; 7], donc w # 1.
C’est la somme des termes d’une suite géométrique de

. n— —w"
raisonw: Y ,_ w" =12 =0, carw” = %" =1.La

partie réelle de cette somme est C,,, et sa partie
imaginaire est la somme des sinus.

Donc C, =0et ) )~ 0sm(%’r) =0.

® -

géométrique de raison w
4

n
1-w™ _
1-w?

—1letw? =1.Lasomme vaut 1 + 1 = 2 : la formule de

(w?)* : c’est 1a somme des termes d’une suite

idz
2= ¢l%. Pourn > 3,

€ ]0; 27|, donc w? # 1. La somme vaut alors

2n

0,car w? = (w")?2 =1.Pourn=2:w =¢" =

la somme géométrique ne s’applique pas.

i

£ —iz 2
@ Par la formule d’Euler, cos® z = (e Lo ) =

ey re BT 1+cos(2w)
. =

Donc @, = 5 + 3 Zk 0cos (4’”) Or cos (4’”) est la

partie réelle de w?*. Pour n > 3, cette somme est donc

nulle d’apres la question précédente. Conclusion :

@AvecnzS onazk—”:M
vaut Qg =

donc la premiére somme

—4 Avecn = 6, onakgr:%et

2
sin“ =1 — cosz.

Donczzzosin (?”)—6 Qs =6—-3=3.

@ Q- = cos?

La formule est fausse pour n = 2. En effet, pour n = 2,
Z;:Ow%:Z#O,donch:%—i—% x 2 =2,

0) + cos?(m) = 1+ 1 = 2, alors que § = 1.

[ Ex 33 Bl

Module, argument et géométrie :
: distances, angles, alignement

Calculer des longueurs avec un module
(a) 25— 24 = (6+1) — (2—1) = 4 + 2i, done
B = |4+ 2i| = V16 + 4 = v/20 = 2/5.

() zp — 20 = (1 —1) — (—3 + 2i) = 2 — 3i, donc
=V4+9=113.

() 25— zr = (1 +1) — (—4 + 13i) = 5 — 12i, donc
= /25 + 144 = 13. Comme zp — zg = —(2g — 2F)
et |—w| = |w|, on trouve aussi 13 : 'ordre ne change pas

le module.

@ Une distance est le module d’une différence, pas une
différence de modules : GH = |2 + 51| =

V4 + 25 =+/29, et non 3.
@ zI:i‘-‘%E:%:4.PuiszAfz1:72fi,doncIA:
Vi+1=+5

|z — z¢| =

(c’est bien 42
* Mesurer un angle orienté avec un
quotient
@ i = % =1, donc (E, ﬁ) = arg(i) = 7 [27].

2c—zA4 _ 3431 __ 1+ - N 1 3 _il
@zB LA == =il +i) =1 i=+/2e77, donc

(AB,AC) = —= [2n].

@ Le vecteur d’arrivée AB va au numérateur : H =
i i) _ :
T = 42—12 = 1+ 1i, donc (ﬁ,AB) =1 [27]

(c’est opposé de 'angle précédent).

@ Le sommet est B et le vecteur d’arrivée ﬁ va au

numérateur : =L — ’3“/51 =3_ ‘/§
ZA

\/§<‘2f ) Z\/ge i§ donc 7?

@ arg(z¢) — arg(zp) = arg ( ) mesure ( ? ? : C'est

Pangle en O, pas en A. Il faut partir de A :

it — 3 = -1, donc (E,A_C’>) =7 [27] : A est entre
BetC.

@ 25— 24 =—2+2i=2v2e¥, donc (7,A—B>) =
arg(zp — za) = 3 [27].
%% '~ Nature d’un triangle, puis d’un
quadrilatere
(2) 25 — 24 = 5+1, donc AB? = 25 + 1 = 26.
2c — 24 =1 —5i, donc AC? =1+ 25 = 26.
zc — zB = —4 — 6i, donc BC? = 16 + 36 = 52.
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(suite)
@ AB? = AC?, donc AB = AC. De plus AB? + AC? =
26 + 26 = 52 = B(? : d’apres la réciproque du
théoreme de Pythagore, le triangle est rectangle en A.

Conclusion : ABC est rectangle isocele en A.
15 _ (1-5i)(5—i) _ 5-i-25i-5 __ —261 __ _ -
@Z 5+1* ;)6( L = St = =i
Donc (AB 7) = arg(—i) = -7 [27] :
un triangle rectangle isoc¢le en A

(12| = 1).

on retrouve bien

@ Le triangle ABC est rectangle en A, donc son
hypoténuse [BC] est un diameétre de son cercle

circonscrit. Le centre K est le milieu de [BC| : zx =
zptzc (3+2i)+(—1—4i) —1_
2 =

i. Le rayon vaut

—:— = +/13. On vérifie : KA = |3 + 2i| = /13.

%% ' Alignement et orthogonalité : vrai ou
faux ?
@ Vrai.zB—zA:2—4ietzC—zA:3—6i— 3(2 — 4i),
donc H = 2 Ce quotient est réel, donc A, B, C sont

alignés.

@ Faux.2p — 24 =2 +iet zp — zc = —2 + 4i. Alors

zp—zc _ (Z2+40)(2—)
Zg—24 5

pur, donc (AB) L (CD), mais son module vaut 2, donc
CD =2AB # AB.

= 428 — 9j. ] est imaginaire

@ Faux. Le quotient est nul si et seulement si zo = 24,
— =
c’est-a-dire C = A. Alors AC = 0 et I’angle n’est pas
défini (0 n’a pas d’argument). Les trois points doivent

étre distincts.

@ Faux. &=L = ZK = _112‘111 = —2 est réel : les points sont
alignés. L’alignement se lit modulo 7 : un argument

égal a 7 signifie que K est entre L et M.

%% ' Les erreurs d’Inés sur un triangle
@ zp — z4 = 2 — 2i a une partie imaginaire négative : son
argument ne peut pas étre 2. Ona |2 — 2i| = V4 + 4 =
2v2et2 -2 = 2v2 (Y - Li) = 2v2e .
Donc arg(zp — z4) = —7 [27] et
= |z — za| = 2V/2.

() 2o —2za=(1+3) + (\/571)1.2:

[(H\/‘)Jr(\/" 1)i] (2+2i) 4+4\/§1 = é + 3§, Comme

T _ 1 Ezaﬁ — Q%
cos3—2ets1n3 5 onaZ e's.

@ Non. Le vecteur d’arrivée AC’ doit &tre au numérateur :
(E, ﬁ) = arg(Z). Son quotient vaut 3 = e ¥ et
donne ’angle opposé —%. La bonne mesure est
(4B, AC) = § [2n].

(suite)
@ |Z| = 1 donc 4% = 1, soit AB = AC : le triangle est
isoctle en A, avec un angle de 7 en A. Ses deux autres
angles sont égaux et valent ”—;%- = 2 : ABC est

équilatéral.
% %% Du triangle au carré
@ z2p—2p=—4+ietzg—2p=1+4i.

_dl4di _ (144)(-4-1) 4016144 s
Donc Z = =55 = T = = = —i. Le

—
vecteur d’arrivée BC est au numérateur :

(ﬂ,ﬁ) = arg(—i) = -3 [27].

@ |Z\ =1, donc BA = BC. De plus
(BA, BC) = —Z. Comme Z = —i, le triangle ABC est

rectangle isocéle en B. Enfin
BA = |z4 — zp| = |-4 +1i| = V1T7.
@ ABCD est un parallélogramme si et seulement si
—
AB = DC, c’est-a-dire zp — 24 = z¢ — 2p.
3—i=

6i. On vérifie: zg — 24 =4 —ietzg —2zp =4 — 1.

Donczp=2zg4+20—2p=-1+2i+4+5i—

Attention a ’ordre des sommets : z4 + 2z — z¢

donnerait un autre parallélogramme.

@ ABCD est un parallélogramme qui a deux cotés
consécutifs de méme longueur (BA = BC) : c’est un
losange. Il a un angle droit en B : c’est aussi un
rectangle.

Donc ABCD est un carré. Son centre est le milieu de
[AC] : zq = 232 = 350, Cest aussi le milieu de [BD] :

3+it6i _ 347

2 2 -
@ |z —4—5i] = |z — 2¢| = MC et
|z+1—2i] = |z — z4| = M A. L’ensemble cherché est
formé des points M tels que M A = MC' : c’est la
médiatrice de [AC]. Or BA = BC = V17, et
DA =|-1—4i| =+/17,DC = |4 — i| = v/17. Les
points distincts B et D appartiennent donc a cette

médiatrice : c’est la droite (BD).

%% Les points 1, z et 22

@ A = M si et seulement si z = 1. M = N si et seulement
siz? =z, s0it 2(z—1)=0,doncz=00uz=1.4=N
si et seulement si 22 = 1, donc z = 1 ou z = —1. Les
points ne sont pas deux a deux distincts si et seulement
size {—1;0;1}.

@Puisquez#l:Z:%:%=z+l.Ce

quotient est bien défini et non nul, car z # 1 et z # —1.
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(suite)

@ A, M, N sont distincts, donc ils sont alignés si et
seulement si Z = z + 1 est réel, c’est-a-dire si et
seulement si z est réel. L’ensemble cherché est I’axe des
réels privé des points d’affixes —1, 0 et 1. Par exemple,

pour z =2: 7 = % = 3, qui est bien réel.

@ On pose z = x + iy, avec z et y réels. Alors
Z = (z + 1) + iy, et ce nombre est non nul. On a
(AM) L (AN) si et seulement si Z est imaginaire pur,
soit x = —1. L’ensemb]e est la droite d’équation x = —1

privée du point d’affixe —1. Le triangle est rectangle

isocele en A si et seulement si Z = +i, soit z = —1 +1i
ou z = —1 — i. Ces deux points sont bien sur cette
droite.

@ AMN est équilatéral si et seulement si AN = AM et
5 ? -
(AM, AN) = £% [2n], C’est-a-dire | Z| = 1 et
aI'g(Z) = i%, soit Z = eT3 . Pour Z = €% : 2z = % +

. . ogm A iz

@171: —%+3§1:61§.Dememe,pourZ:e if .
—j2 .

z = e '3 . Ces valeurs ne sont pas exclues. Les points A,

M, N sont alors les images des racines cubiques de
Punité.

%% % Un cercle, un diameétre et une demi-
droite

@ |z — zo| = QM.
Donc I" est le cercle de centre €2 et de rayon 5.
NA=1443i|=y/16+9=50B=|-4—-3i|=5et
QC =|5|=5: A4, B, C sont sur I'. Le milieu de [AB] a
pour affixe @%ﬂ = % =14 2i = zq.

@ za—20=—-1+4+3iet zp — 20 = -9 — 3i.

—143i _ (Z1+81)(-9+31) _ 9-3i-27i-9 _ _ 1:
o3 90 = 90 = —3i. Ce

quotient est imaginaire pur et non nul : (CA) L (CB),

Donc

donc ABC est rectangle en C. Le numérateur
correspond a l'arrivée @, donc (WB, ﬁ) =

arg (—%i) = —% [27]. Le module  donne CA = <€ : le
triangle n’est pas isocele.

— —

@ arg(z — zq) = (ﬁ, QM) = 7 [27] : le vecteur QM ale
%

sens de — .
Donc A est la demi-droite ouverte d’origine 2, paralléle
a ’axe des réels et dirigée vers la gauche. C’est
I’ensemble des points d’affixe z + 2i avec < 1. Pour
un tel point, QM = |z — 1| =5et z < 1, donc z = —4.

Ainsi zp = —4 + 2i.

(suite)

(d) 20— 24 =1—3ietzp —2p=-3—i+4—2i=1-3i
Donc E’ = D—B> et ACBD est un parallélogramme. Il a
un angle droit en C d’apres la question 2 : ¢’est un
rectangle. Or CA = |—1 + 3i| = v/10 et
CB = |9 — 3i| = v/90 = 31/10. Ses cdtés consécutifs

n’ont pas la méme longueur : ACBD n’est pas un carré.

n ( Ensembles de points )
*

@) |z — (3 — 4i)| = 2: QM = 2 avec (3 — 4i). Cest le

cercle de centre le point d’affixe 3 — 4i et de rayon 2.

Cercles et disques

Contrdle : 5 — 4i convient, car |2| = 2.

@ |z — (=5 + 2i)| < 3 : c’est le disque fermé de centre le
point d’affixe —5 + 2i (et non 5 — 2i) et de rayon 3.
Contrdle : —2 + 2i est sur le bord, car |3| = 3.

@ |2z — 6i] = 2 x |z — 3i], donc la condition s’écrit |z —
3i| = 5 : c’est le cercle de centre le point d’affixe 3i et de
rayon 5
(et non 10).

@D z-Q+2)=z—1-20)=|z—(1-2i)|.La
condition s’écrit |z — (1 — 2i)| = 4: c’est le cercle de

centre le point d’affixe 1 — 2i et de rayon 4.

@ Un module est toujours positif ounul : |z + 1| = —2n’a

aucune solution. L’ensemble est vide.

(®) fiz+2| =i| x |2+ 2| = |2 — 2i| car [i| = 1 et 2 = —2i.
La condition s’écrit |z — 2i| = 6 : c’est le cercle de

centre le point d’affixe 2i et de rayon 6.

[ Ex. 42 R

@ Modulo 2, seule la direction e'# convient, pas son
—
opposée. Avec A(2), (U, AM) = Z [2x] : c’est la demi-

droite ouverte d’origine A qui contient le point d’affixe

Les demi-droites de Sacha

3+1i,s0ity =2 —2avecx > 2.

@ z+4+1—1i=z— (—1+1i): Porigine est le point
A(—1 +1i). C’est la demi-droite ouverte d’origine 4,
dirigée versle haut : x = —lety > 1
(par exemple —1 + 2i).

@ Modulo 7, la direction opposée convient aussi : on
obtient la droite passant par A(3i) de vecteur directeur

e's, privée de A, soit y = v/3x + 3 avec z # 0.

@ arg(z) = — arg(z) [2n], donc arg(z) = —% [27]. Cest la
demi-droite ouverte d’origine O qui contient le point
d’affixe v/3 — i
(et non /3 +1).
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(suite)
@ Le point A(1 — 2i) doit étre exclu, car arg(0) n’est pas
défini. z — (1 — 2i) est un réel strictement négatif : y =

—2 et z < 1. C’est une demi-droite ouverte.

%% Une médiatrice et son équation
(@) |z — (1+3i)] = |z — (=5 +1)|. Avec A(1 + 3i) et
B(—5 +1), la condition s’écrit AM = BM. E est donc

la médiatrice du segment [AB].

@ Les modules étant positifs, on compare leurs carrés :
(z—1)° + (y —3)° = (z +5)* + (y — 1)?, soit
—2z+1—6y+9 =10z + 25 — 2y + 1. On obtient
—122 — 4y — 16 = 0. Une équation de E est donc
3z +y+4=0.

@ Le milieu I de [AB] appartient a la médiatrice. Son
affixe vaut L) — 9 4 95 et 3 x (~2) + 2+
4 = 0 : ’équation est cohérente. On a bien JA = |—-3 —

il =10 et IB = |3 +i| = +/10.

@ Avecy=0:3z+4=0,doncz = —%. Le point cherché
+9=

%. Les deux distances sont

a pour affixe —3. Vérification : [—I — 3i|* = £
1306t‘11 —i‘2= %-ﬁ-l:

égales.

%% Un quotient réel ou imaginaire pur

@ Z = ﬁé—j?%,donczA=2—ietzB = -2+ 3i. Le
dénominateur s’annule pour z = —2 + 3i: Z n’est pas

défini au point B.

() Pour M +# Aet M + B, arg(Z) = (MB, MA) [2x]. Z
est donc réel non nul si et seulement si M € (AB). En
A, Z = 0 est réel. F est la droite (AB) privée de B. On
a E(—4 ;4), de pente —1, qui passe par A(2;—1) :
z+y—1=0. Contrdle : z = 3 — 2i donne

_ 11 1
Z_575i_5'

@ Z est imaginaire pur non nul si et seulement si ’angle
AMB est droit. En A, Z = 0 est aussi imaginaire pur.
G est donc le cercle de diametre [AB] privé de B. Son
centre est le milieu de [AB], d’affixe bﬁgﬂl =1
Son rayon vaut ‘742—““ = % = 24/2.

@ 7 = 320 — 4 — i 7 est imaginaire pur. Cest
cohérent, car la distance de ce point au centre vaut
|2+ 3i — i| = |2 4 2i| = 24/2 : le point est bien sur le

cercle G.

%% ' Vrai ou faux : ensembles de points
@ Faux. | -2z + 4i| = |-2| x |z — 2i|, donc la condition
s’écrit |z — 2i| = 4: c’est le cercle de centre le point

d’affixe 2i et de rayon 4. Controle : z = 4 + 2i donne
|—8| = 8.

@ Vrai.Pourz:75+21,z+3:72+21:2\/§ei3§:

son argument vaut bien ‘%” [27].

@ Faux. arg(z — i) = 0 [x] signifie que z — i est un réel
non nul. Le point d’affixe i est exclu, car arg(0) n’est
pas défini. L’ensemble est la droite d’équation y = 1

privée du point d’affixe i.

@ Vrai. |z — 1 4 2i| = |z — (1 — 2i)]| : c’est le disque fermé
de centre (1 — 2i) et de rayon /5. Pour z =0 :
| -1+ 2i| = /T + 4 = v/5 < /5. O est sur le bord du
disque. L’inégalité est large, donc le bord est inclus : O

appartient a ’ensemble.

% %% Un quotient étudié en coordonnées
@ z—6=(zx—6)+iyetz—4di=z+i(y —4).On

multiplie par le conjugué du dénominateur : Z =

[(z—6)+iy|[z—i(y—4)]
z2+4(y—4)?

ifoy — (2= 6)(y — 4)] =2* +y* — 6z — 4y +i(4z +
6y — 24). Avec D = a® + (y — 4)* # 0: Re(Z) =
—w o4y of Im(Z) = ML% . Contrdle avec z = 1 +

. Au numérateur : 22 — 6z + y? — 4y +

i:Z = 15;;1 = —0,8 — 1,4i, et les formules donnent bien
-8 4 —14
T T

@ Z est réel si et seulement si Im(Z) = 0, c’est-a-dire
4z + 6y — 24 = 0, soit 2z + 3y — 12 = 0. A(6;0) vérifie
12 — 12 = 0 et B(0;4) vérifie 12 — 12 = 0.
Donc Ej est la droite (AB) privée de B. Le point A est

gardé : il donne Z = 0, qui est réel.

@ Z est imaginaire pur si et seulement si Re(Z) = 0, c’est-
a-dire z° + y% — 6z — 4y = 0, soit
(x—3)>—9+ (y—2)2—4=0,dou
(z —3)%2 + (y — 2)2 = 13. C’est le cercle de centre
Q(3 + 2i) et de rayon /13. Il passe par B (9 + 4 = 13),
et B est exclu.

Donc E» est ce cercle privé de B. On retrouve le cercle
de diametre [AB] : Q est le milieu de [AB] et

B = |4i — 6] = v/52 = 21/13.
i — i —1+45i)(5-i —54i4+25i :
@ 7= g = f = g sy g
est imaginaire pur, donc C € E,. Avec ’équation :
(5—3)2+4 (5 —2)? =4+ 9 = 13. Les deux méthodes

concordent.
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(suite)

@ |Z| = 1si et seulement si |z — 6] = |z — 4i], ¢’est-a-dire
AM = BM. Ej est donc la médiatrice de [AB] (B n’en
fait pas partie). Avec les carrés des modules : (z —
6)> + y* = x> + (y — 4)?, soit —12z + 36 = —8y + 16,
d’ott 3z — 2y — 5 = 0. Contrdle : le milieu (3;2) de [AB]
vérifie9 —4 -5 = 0.

% %% Les cercles déguisés de Maélle

@ Non, elle a tort. On factorise le coefficient de z : 2z —
44 6i=2(z—2+3i) =2(z— (2 3i)).
Donc |2z —4+46i| =6 < 2[z—(2—3i)| =6 «—
|z — (2 — 3i)| = 3. T est le cercle de centre (2 — 3i)

et de rayon 3.

(b) Par le calcul direct : |2 x 2 — 4 + 6i] = |6i] = 6. Par la
géométrie : 1 P = |2 — (2 — 3i)| = |3i| = 3, quiest le
rayon.

Donc P € T'y.

@ Z+3+i=2+3—1i,etuncomplexe ale méme module
que son conjugué.
Donc|z+3+i|=|z+3—1i|=|z— (-3 +1)]. Ty estle
cercle de centre Q3(—3 + i) et de rayon 2. Controle avec

=—1+i:|-1—i+3+i =2 =2

(@ 00, = (2 3i) — (=3 +1)| = |5 — 4i| = V4L $'il
existait un point M commun, I'inégalité triangulaire
donnerait Qs < QM + MQy =3+2=5.0r
V41 > /25 = 5. Les deux cercles n’ont donc aucun

point commun : ils sont extérieurs I’'un a ’autre.

(&) |z—1+i|=|z— (1 —i)| = KM, avec K(1 —i). Si
m > 4, F,, est le cercle de centre K et de rayon m — 4.
Sim =4, KM = 0 et Fy est réduit au point K. Si
m < 4, un module ne peut pas étre strictement négatif :

F,,, est vide.

%% % Le couloir de vol du drone de Yanis

@ z+1—2i=z— z4. La condition équivaut a z — z4 =
reif avec’r>0,soitm+1:r§ ety—2:r§.
Doncy—2=z+1letax+1>0,cest-a-direy=x+3
avec ¢ > —1. Dy est la demi-droite ouverte d’origine A
(point A exclu), dirigée par le vecteur W de

coordonnées (1;1).

@ Non, il a tort. Modulo 7, la condition équivaut a
arg(z — z4) = % ou —2X [27] : on ajoute la demi-droite
opposée. Par exemple, z = —2 + i donne
z —z4 = —1—1i,d’argument —:‘T’r, donc M € D, alors
quez = —2 < —1donc M ¢ D1. Ds est la droite
d’équation y = x + 3 privée de A.

(suite)

(©) |z — (—1+2i)| = |z — (5 + 2i)| équivaut A AM = CM :
A est la médiatrice de [AC]. Avec les carrés des
modules : (z + 1) + (y — 2)? = (z — 5)% + (y — 2)?,
soit 2z + 1 = —10z + 25, d’ou © = 2. Controle : le
milieu de [AC], d’affixe 2 + 2i, vérifie z = 2.

@ Onrésout x =2ety=x +3avecx > —1:y =5, donc
zp=2+5i.0na AB = (3 +3i| =3v2,CB = |-3 +
3i| = 3v/2 et AC = |6| = 6. Comme AB> + CB? =
18 + 18 = 36 = AC?, la réciproque du théoréme de
Pythagore s’applique. Le triangle ABC' est donc

rectangle isocele en B.

@ Pour M € D;,onaz—z4 =ref avecr = AM > 0.
La condition donne 0 < r < 2¢/2. Pour r = 2¢/2: z =
—1+42i+2v2eT =-1+2i+2+2i=1+4i
L’ensemble est le segment |AE] avec E(1 + 4i) : A est

exclu et F est inclus.
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