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Corrigé — Bac 2023 — spécialité mathématiques — Métropole,
Mayotte, Antilles Guyane, jour 2

QCM : probabilités conditionnelles et loi binomiale d’un jeu vidéo, Suites géométrique et logistique :
évolution d’une population d’insectes, Géométrie dans ’espace : plans perpendiculaires et projetés
orthogonaux, Etude d’une fonction logarithme-exponentielle et convexité

Corrigé détaillé rédigé par Benjamin, professeur particulier — benprofparticulier.fr

Exercice 1 - QCM : probabilités conditionnelles et loi binomiale d’un jeu (5
vidéo pts)
Données de Pénoncé : P(A) = 2, P4(G) = ~= et P(G) = 2
onnees ae 1'enonce : = 5, A = 10 € = 25
7 2 7 14 7
1. Ré :—.P(ANG)=PA) X Py(G) ==X — = — = —.
épomsec: 3. PANG) = P(A) x Pa(C) = 5 X {5 = 55 = 35
. 1 . 12 7 5 1
2. Réponse b : —. A et B forment une partition: P(BNG) = P(G) — P(ANG) = % E-wE-F et
PB) =12 =2 Done py(q) = PENG) _1/5 _1
s 5 MBI T TRy T35 3

12
3. Réponse c : 0,188. Le nombre X de parties gagnées suit la loi binomiale B (10; 2—5> (10 répétitions

10

6) x 0,480 x 0,52 ~

indépendantes d’une épreuve de Bernoulli de paramétre 0,48). P(X = 6) = (
0,1878 =~ 0,188.

4. Réponse b : n = 3. A la calculatrice, P(X < 3) ~ 0,207 (tandis que P(X < 2) ~ 0,070 et P(X < 4) ~
0,427).

10
13
5. Réponsed:1 — (%) . « Gagner au moins une partie » est le contraire de « perdre les 10 parties », de

10 10
12 13
Gt (1 - 22 ()
probabilité ( 25) = <25>
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Exercice 2 — Suites géométrique et logistique : évolution d’une population (5
d’insectes pts )

Partie A : premier modéle

1. Augmenter de 60 % revient a multiplier par 1 + — = 1,6. Donc pour tout n, %, . ; = 1,6u,, : (u,) est

100
géométrique de raison 1,6 et de premier terme vy = 0,1, d’ou u,, = 0,1 x 1,6™.

2. Comme 1,6 > 1, lim 1,6" = 4+o00,donc lim wu, = +o0.

n—+4o00 n—+0o0o

3.u, >04 < 0,1 x1,6">04 <— 1,6" >4 < nln(1,6) >Ind <— n >
In4

Inl,

In4
lnn1,6 (carIn1,6 > 0). Or

~ 2,95. Le plus petit entier est n = 3 (u3 = 0,4096 > 0,4 et us = 0,256).

4. Non. D¢s le troisiéme mois, la population dépasse 400 000 insectes (u3 ~ 409 600), et elle tend vers +oo :
selon ce modéle, I’équilibre du milieu ne serait pas préservé.

Partie B : second modé¢le

1.v;, =1,6 x0,1 —1,6 x 0,12 = 0,16 — 0,016 = 0,144. Au bout d’un mois, il y a 144 000 insectes.

2.a) f(z) =z < 1,6z —1,62° =z <= 0,6z —1,62° =0 < (0,6 —1,62) =0 <= z=0o0uzx =
06 3 3
R =3 . Les solutions sont 0 et 8= = 0,375.
1,6 1 . 1
2.b) f'(z) = 1,6 — 3,2z, et f'(z) >0 < z < 13 = 3 Donc f est croissante sur [0; 5}

; s 1
3. a) Montrons par récurrence la proprié¢té P(n) : « 0 < v, < vpq1 < 3 ».

1
Initialisation : vg = 0,1 et v;1 = 0,144 :0 < 0,1 < 0,144 < 3"
i res 1 1
Heérédité : soit n tel que 0 < v, < vy, 5 Comme f est croissante sur [0; 5} : £(0) < f(v,) < f(vpg1) <

1 1 1
f (5) , 801t 0 < vy < Upyo <0,4,et0,4 < 3 (car f(0) =0et f (§> =0,8 —0,4=0,4). Donc P(n + 1) est

vraie.

Conclusion : pour tout entier naturel n, 0 < v, < vp11 <

N =

1
3. b) La suite (v,,) est croissante et majorée par 3 d’apres le théoréme de convergence monotone, (vy,)

converge.

3. ¢) £ est solution de f(z) = z,donc £ =0oul = g Comme la suite est croissante, £ > vy = 0,1 > 0, donc

{= 3 = 0,375. La population tend vers 375 000 insectes et, la suite étant croissante, v, < £ < 0,4 pour tout n :

le nombre d’insectes ne dépasse jamais 400 000, 1’équilibre est préserveé.

4. a) La boucle continue tant que v < 0,4. Or, pour tout n, v, < 0,375 < 0,4 : la condition est toujours vraie et
la boucle ne s’arréte jamais : seuil(0.4) ne renvoie rien (le programme tourne indéfiniment).

4. b) La fonction renvoie le plus petit n tel que v, > 0,35. En calculant les termes : v; = 0,144, v ~ 0,197,
vz ~ 0,253, v4 =~ 0,302, vs ~ 0,337, vg ~ 0,358. seuil(0.35) renvoie 6 : c’est au bout de 6 mois que la
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population atteint pour la premiére fois 350 000 insectes.

Exercice 3 — Géométrie dans ’espace : plans perpendiculaires et projetés (5
orthogonaux pts )

1. a) Les coefficients de ’équation 2z + y — 2z + 2 = 0 donnent 7 (2; 1; —1), vecteur normal & P;.

1.b) 7y - Mg =2 x1+1x(—1)+ (—1) x 1 = 0. Les vecteurs normaux sont orthogonaux : P; et P sont
perpendiculaires.

2. a) Py aune équationdelaformez —y+z+k =0;avec B(1;1;2): 1 —-1+24+k=0,k=—-2.Py:x —
y+2z—-2=0.

2. b) Soit M (0; —2 + ¢;t) un point de A. Dans P; : 0+ (—2 + t) — ¢t + 2 = 0, vrai pour tout ¢. Dans P : 0 —
(=2 +1t) +t— 2 =0, vrai pour tout t. Donc A est incluse dans P; et dans Ps. Les deux plans ne sont pas
paralléles (vecteurs normaux non colinéaires), donc leur intersection est une droite ; comme elle contient A,

A =P NPs.

—
3.a) AMy(—1;-3+t;t—1),donc AMZ2 =1+ (t -3+ (t—1)> =1+ —6t+ 9+t —2t+1=2t2—
8t + 11. AM; = /2t — 8t + 11.
3. b) H est le point de A le plus proche de A : AH est le minimum de AM,. Le trinome 2t> — 8t + 11

8
(coefficient dominant positif) atteint son minimum en ¢t = 1= 2, ot il vaut 8 — 16 + 11 = 3. Donc AH = /3,
atteint pour H = M5(0;0;2).

4. a) D; passe par A(1;1;1) et a pour vecteur directeur 7;(2;1; 1) :z =14+ 2t,y=1+¢t, z=1—t, t € R.

2
4.b) H; est le point de D; situé dans P; : 2(1 4+ 2t) + (1+¢) — (1 —t) +2=0,s0it 6t +4 =0,¢ = —3 D’ou

4 2 2 . 115
H|{1l1—=1—=;14+=-),s0it H | —=;=;=].
3 3 3 333

—_— 4 2 2 — 4 2 4 4 2 2 _— =
5.AH | —=;—=;= |et HH|{0—=;0—=;2— = | = | —=;—=;= ). Comme AH, = HyH, AH,HH, est
3 33 3 3 3 3 33
un parallélogramme.
— (1 11 -_— 4 2 2
De plus AH, <§;—§;§) et AHl-AH2:—§—|— §+§=O:l’angle en A est droit. Un parallélogramme
24 3

ayant un angle droit est un rectangle : AH; H H, est un rectangle. (Contréle : AH? + AHZ = ) + 9=
3= AH?)
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Exercice 4 — Etude d’une fonction logarithme-exponentielle et convexité (5 pts)

1.a) zl_i)l_noo(—a:) = 4oodonc lim e™* = +o0, puis zl_i)r_noo(l + e %) = 400 et, par composition avec

lim InX =+4o0: lim f(z)= +oo.
X—+o T——00

1.b) lim e ® =0donc lim (1+ e *)=1et, par continuité delnen 1, lim f(z) =Inl=0.

T—+00 T—+00 T—+00
Graphiquement, I’axe des abscisses est asymptote horizontale a C en +oo0.

u'(z) —e 7

1.¢) f = lnuavec =1+e*>0etu'(zx) =—e% donc f'(z) = = . En multipliant
) s u(s) =L 0e0e) = e done £16) = Y = b
numérateur et dénominateur par e® : f'(z) = e$_+ T fl(z) = 7 :_ =

1.d) 1+ e* > 0 donc f'(x) < 0 pour tout réel z : f est strictement décroissante sur R, de +oo (en —00)
vers 0 (en +00).

T —00 +00
f(=z) -
f +o00o | décroissante | 0

2. a) f(O) =1In2et f’(o) — _TI-TO::‘/ = —%m+1n2.

T T

2.b) f'(z) = —(1 +€*) ! donc f'(z) = — (_ (1j x)2> = (1f oE > 0 pour tout réel z. f” est
e e

strictement positive sur R : f est convexe sur R.

2. ¢) La courbe d’une fonction convexe est au-dessus de chacune de ses tangentes. En particulier, C est au-

1
dessus de Tj : pour tout réel z, f(z) > 52+ In2.

1 e 1 -
3.a) f(z) — f(—z) =In(l1+e®)—In(l+e*)=1In 1++e .Orl+e*=e7""+1),donc 16 =e”
el‘

et In(e %) = —z. Pour tout réel z, f(z) — f(—z) = —=.

— f(~a) - 1
3. b) Le coefficient directeur de (M, N,) est f(z)_—{(a)a) = ﬁ =-3 (car a # 0). C’est aussi le coefficient

directeur de 7. Les droites T et (M,N,) sont donc paralléles.

Conseils pour le jour J

Exercice 1 : les données sont des fractions, garde-les sous cette forme jusqu’au bout (P(ANG) = £, Pp(G) =
1) et n’utilise la calculatrice que pour les questions 3 et 4 (loi binomiale B(10;0,48)). Exercice 2 : la question
B.4.a est un piége classique : la boucle ne se termine pas car la suite est majorée par sa limite 0,375 < 0,4 ; dis-
le explicitement. La récurrence B.3.a doit utiliser la croissance de f sur [0; 3] et la valeur f(3) = 0,4. Exercice
3 : pour montrer qu'une droite est I'intersection de deux plans, vérifie qu’elle est incluse dans chacun et que les
plans sont sécants ; pour le rectangle de la question 5, montre d’abord I’égalité de deux vecteurs
(parallélogramme) puis un angle droit. Exercice 4 : la dérivée se simplifie en multipliant par e”, et P'inégalité
2.c découle directement de la convexité (courbe au-dessus de la tangente) : cite ce résultat plutot que de refaire
une étude de fonction.
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