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Corrigé — Bac 2021 — spécialité mathématiques — Métropole,
Mayotte, La Réunion, Antilles Guyane, jour 2

QCM de géométrie dans ’espace, Probabilités conditionnelles et loi binomiale : dépistage de la leucose
féline, Suite récurrente homographique et suite auxiliaire arithmétique, Exercice 4 A : fonction logarithme
et comparaison de courbes, Exercice 4 B : étude d’une fonction exponentielle et convexité

Corrigé détaillé rédigé par Benjamin, professeur particulier — benprofparticulier.fr

Exercice 1 - QCM de géométrie dans I’espace (4 pts)

Question 1 : réponse b. Pour M(11; —9; —22): —4 + 3t = 11 donnet = 5, puisy =6 — 15 = —9et z =
8 — 30 = —22: les trois coordonnées conviennent. (Pour Mj,t = 1 donne z = 2 # —2 ; pour M3, t = —1 donne

2
z =14 # 2 ; pour My, t = gdonney:47$3.)
Question 2 : réponse c. Les coefficients de t donnent le vecteur directeur u3(3; —3; —6).

— 2,
Question 3 : réponse d. AB(—2;2;4) = —gus les droites sont paralléles. Deplus A € D' : —4 + 3t =1

donne t = g, puisy=6 —5=1et z =8 — 10 = —2, coordonnées de A. Les droites sont donc confondues.

—
Question 4 : réponse c. P a pour vecteur normal 7i(1; m; —2). D est paralléle & P si et seulement si AB - 71 =
0:—2+2m — 8 =0, soit m = 5.
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Exercice 2 — Probabilités conditionnelles et loi binomiale : dépistage de la (6
leucose féline pts )

1. a) Arbre : depuis la racine, M (0,4) et M (0,6). Aprés M : T (0,9) et T (0,1). Aprés M : T (0,15) et T (0,85
)-

1.b) P(IMNT)=P(M) x Py(T) =0,4 x 0,9 = 0,36. La probabilité que le chat soit porteur et que
son test soit positif est 0,36.

l.c) M et M forment une partition de 'univers ; d’aprés la formule des probabilités totales : P(T) = P(M N
T)+PMnNT)=0,36+0,6 x 0,15 = 0,36 + 0,09 = 0,45. P(T") = 0,45.

P(MNT) 0,36

1.d) Pr(M) = P(T) ~ 045

= 0,8. Sachant que le test est positif, la probabilité que le chat soit

porteur est 0,8.

2. a) On répéte 20 fois de fagon identique et indépendante (tirage avec remise) une épreuve de Bernoulli de
succes « le test du chat est positif », de probabilité 0,45 ; X compte les succés. X suit la loi binomiale

B(20;0,45).
20 5 15
2.b) P(X =5) = () x 045 x 0,55'" ~ 0,036. P(X = 5) ~ 0,036.

2. ¢) A la calculatrice, P(X < 8) ~ 0,414.

2.d) E(X) =np =20 x 0,45 = 9. En moyenne, un échantillon de 20 chats contient 9 chats au test
positif.

3. a) L’événement contraire de « au moins un test positif » est « aucun test positif » ; par indépendance des n
tirages, sa probabilité est (1 — 0,45)" = 0,55". Donc p, = 1 — 0,55".

3. b) La variable P contient p, ; tant que p, < 0,99, on passe a n + 1. Le programme renvoie le plus petit
entier n tel que p, > 0,99, c’est-a-dire la taille minimale de I’échantillon pour que la probabilité d’avoir au
moins un test positif atteigne 0,99.

0,01 _

In0,55
(division par In 0,55 < 0, qui change le sens). Le programme renvoie 8 (p; ~ 0,985 < 0,99 et pg ~ 0,992 >
0,99).

3.c¢) Onrésout 1 — 0,55" > 0,99 <— 0,55" < 0,01 < nln0,55 <1n0,01 <— n > 7,7
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Exercice 3 — Suite récurrente homographique et suite auxiliaire (5
arithmétique pts )
4 16/5 2 o4 4 4 . .
lL.yy=1,u1 =—-,up = —— = -,d’'ou — =4, — =5, — = 6: le quotient augmente de 1 a chaque rang.
5 24/5 3 [ ui U2
On conjecture que — =n + 4.
Un
o s s 4,
2. Initialisation : ug = 1 > 0. Hérédité : si u, > 0, alors 4u, > 0 et u, +4 > 0, donc up,1 = ) > 0.
Un
Conclusion : pour tout entier naturel n, u, > 0.
duy, — up(uy + 4) —u? 2
3. Upt1 — Uy = = . Comme u, > 0, —u; < 0etu, +4>0,donc up41 —u, <0.La
u, +4 u, +4

suite (u,) est décroissante.

4. (uy,) est décroissante et minorée par 0 : d’aprés le théoréme de convergence monotone, (u,) converge (vers
une limite positive ou nulle).
4 d(up +4) up+4 4

5. 0,41 = = = =1+ — =uv, + 1. (v,) est arithmétique de raison 1 et de
Up 1 4un Un, Un,

. 4
premier terme vy = — = 4, donc v, = n + 4 pour tout n.
Up

6. u, = —, soit u, = ——. Comme lim (n +4) = 400, lim wu, =0.
Un n-+4 n—+00 n—+00
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Exercice 4 — Exercice 4 A : fonction logarithme et comparaison de courbes (5 pts)

Partiel
. . 1 - nzr .
1. En0: lim Inz = —oco et lim — = +00, donc par produit lim —— = —oco et lim h(z) = —oco. En+00:
z—0* z—0t T z—0t T z—0*
. , . Inz .
par croissances comparées, lim —- =0,donc lim h(z) = 1.
T—>+00 T—+00
lnx wu 1 lxa?—Inex2c z—2cxlnz z(1-2khcz
.— =—avecu = —, v =2z:h(z) =% = = ( ).h’(ac):

z2 v T x4 x4 x?
1—2lnz
s

3. 2% > 0, donc h/(z) alesignede 1 — 2Inz : $1-2\In x>0\iff\In x<\dfrac12\iff xh est croissante sur |0; /] et

1/2 1

décroissante sur [/e; +-00[, avec un maximum h(y/e) =1+ 1+ %~ 1,18.
e

- =
4. Sur |0; /€], h est continue, strictement croissante, avec I%I}lh = —ooet h(y/e) =1+ 2—16 > 0:d’aprés le
corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, 'équation h(z) = 0 y admet une unique solution a. Sur
[v/e; +00l, h est décroissante et h(z) > 1+11£ h =1 > 0: pas de solution. L’équation h(z) = 0 admet une
In(1/2)
1/4

=1—-4In2~-1,77<0eth(l) =1+

1
unique solution a dans ]0; +oo[. De plus h <§> =1+

0:1>0,donc%<a<1.
5. D’aprés les variations : h(x) < 0 sur ]|0; af, h(a) = 0 et h(z) > 0 sur |o; +o0|.

Partie I1

1. fi(z) — fo(z) =2 — 1 — h;—f —r424 2:;”" —1+ h;—f £1(z) — folz) = h(z).

2. D’aprés L5 : sur |0; af, fi(z) — fa(x) < 0, donc C; est en dessous de C; ; sur |a; +00[, C; est au-dessus de
Ina

Cs ; les courbes se coupent uniquement en = . Comme h(a) = 0, — = —1,donc fi(e) =a—1—(—1) =

a. L’unique point d’intersection a pour coordonnées (o; ).
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Exercice 5 — Exercice 4 B : étude d’une fonction exponentielle et convexité (5 pts)

Partie I On lit sur la courbe de f’ : elle est au-dessus de ’axe des abscisses pour x < —1, coupe cet axe en —1,
puis reste en dessous pour x > —1 ; elle décroit jusqu’a son minimum —1, atteint en 0, puis croit en se
rapprochant de I’axe.

1. f’ est positive sur | — co; —1] et négative sur | — 1; +00[ : f semble croissante sur | — oo; —1] et
décroissante sur [—1; +oo[.

2. f est convexe 1a ou f’ est croissante et concave 1a ou f’ est décroissante. La courbe de f’ décroit jusqu’a son
minimum d’abscisse 0, puis croit : f semble concave sur | — 00; 0] et convexe sur [0; +oco|.

Partie I1

x x
1. f(z) = (x +2)e * = ze * 4 2e* = — + 2e *. Par croissances comparées, lim — =0;et lim 2e* =
e’ z—+o00 ¥ z—+00

0. Par somme, EIJP f(z) = 0:Paxe des abscisses (droite y = 0) est asymptote horizontale a C en +oc0.
T o0

2.a)fl(z)=1xe”+(z+2)x(—e?)=1—-z—2)e " fl(z) = (—z — 1)e "

2.b) e * > 0 donc f'(z) ale signe de —x — 1 : positif pour z < —1, négatif pour z > —1. f est croissante
sur | — 0o; —1] et décroissante sur [—1; +0o[, avec un maximum f(—1) =1 x e! =e.

T —00 -1 +o0
f'(z) + 0 |-
f —o00 | croissante | e décroissante | 0

2. ¢) Sur [-2; —1], f est continue et strictement croissante, avec f(—2) = 0et f(—1) = e ~ 2,72. Comme 0 <
2 < e, le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires assure que ’équation f(z) = 2 admet une
unique solution a sur [—2; —1]. f(—1,6) = 0,4e!® ~ 1,98 < 2 et f(—1,5) = 0,51 ~ 2,24 > 2, donc
-l6<a<-15;a~—-1,6 (a~ —1,59).

. f'(x)=—e "+ (—z—1)x (—e®)=(-1+x+1)e %, soit f'(x) = ze *, dusigne de z. f est concave
sur | — 00; 0] et convexe sur [0; +0o[. f” s’annule en changeant de signe en 0 : le point A(0; 2) est le point
d’inflexion de C (la courbe y traverse sa tangente), ce qui confirme la conjecture de la partie I.

Conseils pour le jour J

Sujet 2021 : exercices 1 a 3 obligatoires et un exercice au choix (A ou B), les deux étant corrigés ici. Exercice 1 :
pour la question 3, vérifier que A appartient a D’ distingue « strictement paralléles » de « confondues » ; c’est
le piege du QCM. Exercice 2 : exercice trés classique et rentable (6 points) ; en 3.c, la méthode attendue est la
résolution de 'inéquation 0,55" < 0,01 par le logarithme, avec controle de p; et pg. Exercice 3 : la
démonstration de la décroissance passe par le calcul de u,,,; — u,, sous forme d’une seule fraction, et la suite
arithmétique v, = 4/u,, donne l'expression explicite. Exercice A : la fonction h étudiée en partie I est
exactement fi; — f2, ne refais pas I’étude ; la valeur fi(a) = a s’obtient en remplacant 12—;’ par —1. Exercice B :
plus court et plus guidé, avec des calculs de dérivées standard ; c’est le choix le plus siir si tu es a I'aise avec

I’exponentielle.
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