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Corrigé et bareme — Raisonnement par récurrence et limites

de suites — niveau X%

Durée : 60 min — Calculatrice interdite — Sur 20 points - Spécialité Mathématiques Terminale

Exercice 1 — Automatismes (5 pts)

a)

2
nl_l)I_{loo \/n = 400 donc lim 7n = 0, et par somme limu,, = 3. (1 pt) (1)
5 1

Forme indéterminée « +00 — 00 » : on factorise v,, = n? <1 - —+ —2) . La parenthése tend vers 1
n o n

et n? — 400, donc par produit lim v, = +o0. (1 pt) (1)

—1< 0,8 < 1donclim0,8" = 0 ; par produit et somme, limw, =7 x0—1= —1. (1 pt) (1)
n (4 + %) 4+
n(2-3) 2-

=

00
Forme « — » : pourn > 2,t, = . Le numérateur tend vers 4, le dénominateur
00

33

vers 2, donc lim ¢, = 2. (1 pt) (1)
1,5 > 1 donc lim 1,5" = +00 ; en multipliant par —2 < 0, lim s,, = —00. (1 pt) (1)

Meéthode — Devant une forme indéterminée avec des puissances de n, on factorise par le terme de plus

haut degré : au numérateur et au dénominateur pour un quotient, dans toute I’expression pour une somme.

Exercice 2 — Formule explicite et limite (5 pts)

a)
b)

c)

d)

up =2x8—-5=11letuy =2 x 11 —5=17. (1 pt) (1,25)

Soit P(n) : « up = 3 X 2™ + 5 ».

Initialisation : 3 x 2 + 5 = 8 = ug, donc P(0) est vraie.

Hérédité : soit n un entier naturel tel que P(n) est vraie. Alors u,+1 = 2u, —5 = 2(3 x 2" 4+ 5) —
5=3x2"" 410 -5 =3 x 2" + 5, donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : P(0) est vraie et P est héréditaire, donc pour tout entier naturel n, u, = 3 x 2" + 5.
(2 pts : 0,5 pour linitialisation, 1 pour ’hérédité, 0,5 pour la conclusion) (1,25)

Uil — Up = 3 X 2"+ 5 -3 x 2" —5 =3 x 27(2 — 1) = 3 x 2". Ce nombre est strictement
positif, donc (uy) est strictement croissante. (1 pt) (1,25)

2 > 1 donc lim 2" = 400 ; par produit par 3 > 0 puis somme, lim u,, = +o0. (1 pt) (1,25)

Erreur fréquente — Dans I’hérédité, on part de u, 1 et on utilise la relation de récurrence puis
I’hypothése P(n) : écrire directement la formule au rang n + 1 revient a supposer ce qu’on veut démontrer.
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Exercice 3 — Majorer puis converger (5 pts)

a)
b)

c)

d)

vy = % x14+3=3betvy = % x 3,5 +3 =4,75. (1 pt) (1,25)

Soit P(n) : « vp, < 6 ».

Initialisation : vp = 1 < 6.

Hérédité : si v, < 6 pour un entier n, alors %vn < 3 (multiplication par % > 0), puis %vn +3 <6,
c’est-a-dire v, 11 < 6.

Conclusion : pour tout entier naturel n, v, < 6. (1,5 pt) (1,25)

1 6—v
vn+1—vn:§vn+3—vn:3—§vn: -

suite (v,) est croissante. (1,5 pt) (1,25)

.D’aprés b), 6 — v, > 0, donc v,11 —v, >0:1a

(vn) est croissante et majorée par 6, donc elle converge (théoréme de convergence monotone). Alors

1 1
€:§£+3 = 5323 <— (=06.(1pt) (1,25)

Piége — Etre majorée par 6 ne suffit pas a dire que la limite vaut 6 : le majorant sert a prouver la
convergence, c’est ’équation £ = %ﬂ + 3 qui donne la valeur.

Exercice 4 — Qui a raison ? (5 pts)

a)

b)

Oui. Comme (—1)" > —1,on a a, > n — 1 pour tout n ; or lim(n — 1) = 400, donc par
comparaison lim a, = +o0. (1 pt) (1,25)

< b, < —. Les deux suites qui encadrent tendent vers 0,
imb, = 0. (1,5 pt) (1,25)

S|
Sk

Non. Pourn > 1, —1 < sinn < 1 donc —

—

donc d’aprés le théoréme des gendarmes,
Initialisation:1,1°=1>140=1.
Heérédité : si 1,1" > 1 4 0,1n, en multipliant par 1,1 > 0:1,1"" > 1,1(1 +0,1n) = 1,1 + 0,11n =
1+0,1(n+1)+0,0ln > 1+ 0,1(n + 1) car 0,01n > 0.

Conclusion : 'inégalité est vraie pour tout n. Comme lim(1 + 0,1n) = +o0, par comparaison
lim1,1" = 4-00. (1,5 pt) (1,25)

Non. La suite (v,) de ’exercice 3 est croissante mais converge vers 6 ; autre exemple : ¢, = 1 —

i est croissante et tend vers 1. Une suite croissante tend vers +00 seulement si elle n’est pas
n

majorée. (1 pt) (1,25)

Astuce — Pour réfuter une affirmation générale, un seul contre-exemple suffit ; pour la prouver, il faut un

argument valable dans tous les cas.

Ce document est la propriété intellectuelle de Ben, professeur particulier (benprofparticulier.fr), protégée par le Code de la propriété intellectuelle (art. L.
111-1 et L. 122-4). Il est mis a disposition pour un usage personnel de révision. Toute reproduction, diffusion, mise en ligne ou revente, totale ou partielle,
sans autorisation écrite est interdite et constitue une contrefagon (art. L. 335-2).



