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Corrigé et bareme — Primitives, calcul intégral et équations
différentielles — niveau %k %

Durée : 120 min — Calculatrice interdite — Sur 20 points - Spécialité Mathématiques Terminale

Exercice 1 — Automatismes (4 pts)
1 Inz)*
2) Avec u(z) =lnz, v/ (z) = ~ f=uu? dou F(z) = (n4w) .(1pt) (1)
D) Avecu(z) = e + 1> 0,u/(z) = ¢ : g = - d'oti Gle) = ———. (1pt) (1
vecu(z) = e yu(z)=etig= 5, dou G(z) = e’”—i—l'(p)()
c 3 3.1%
) Avecu = cos, ' = —sin:sinzcos’z = —u’uz,primitive—COS w.L’intégrale vaut {— cos w] =
0
1 1
04+-=-.(1pt) (1
+3=3.060) 1)
!
2
d) Forme — avec u(z) =€e"+2>0: [In(e” + 2)](1) =In(e+2)—In3=1In ere (Ipt) (1)

U
Piége — Pour sin z cos? z, la dérivée de cos est — sin : oublier ce signe moins donne une intégrale négative

. - T
alors que la fonction est positive sur [0; 5} .

Exercice 2 — Démontrer (4 pts)

a) f est continue, donc F est dérivable avec F' = f et F'(0) = 0 (0,5 pt). Existence : G = yo + F
vérifie G' = f et G(0) = yo. Unicité : si H convient aussi, (H — F)' = f — f = 0 sur I'intervalle R,
donc H — F est constante, égale a H(0) — F'(0) = yo ; ainsi H = yy + F (1 pt). (1,33333)

b) Réciproque : (Ce®®)" = aCe®, donc ces fonctions sont solutions (0,5 pt). Si y’ = ay, posons g(z) =
y(z)e ™ : ¢'(z) = ¢/ (x)e ™ — ay(z)e * = (ay — ay)e ** = 0, donc g est constante égale a C' et
y(z) = Ces (1 pt). (1,33333)

)y =ay+y¢ < y —p =a(y—p)puisquep’ = ap + ¢ ; d’aprésb),y — p = Ce® (0,5 pt). La
condition p(z;) + Ce®! = y; équivaut a C = (y; — p(x;))e *** : une seule valeur de C, donc une
seule solution (0,5 pt). (1,33333)

Méthode — Les trois démonstrations reposent sur le méme outil : une fonction de dérivée nulle sur un
intervalle est constante. C’est lui qui donne I'unicité.
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Exercice 3 — Probléeme — Une courbe définie par une équation (5
différentielle pts)

a) u'(z) = P'(x)e® — P(xz)e *,donc v +u = P'(z)e * (0,5 pt). u est solution <= P’'(x)e * =
2ze™% <= P'(z) =2z (car e ® # 0). P(z) = x? convient : z — z%e ™" est solution particuliére
(0,5 pt). (1)

b) ysolutionde (E) <— y— z2e % solution de y' = —y (méme raisonnement qu’au cours) : les
solutions sont y(z) = (22 + C)e %, C € R. (1 pt) (1)

c) f(0)=C=-1:f(z) = (% —1)e . (0,5 pt) (1)

d) En —co:2?> —1— +ooete ® — 400, donc f — +00. En +o00 : 2%e™® — 0 (croissances
comparées) et e — 0, donc f — 0 (0,5 pt). f'(z) = 2ze™* — (2> —1)e * = (—z®> + 2z + 1)e % ;
A = 8, racines 1 £ /2 (0,5 pt). f décroit sur | — 0o; 1 — /2], croit sur [1 — v/2; 1 + /2], décroit sur
1+ +/2; 400 ; minimum local f(1 — v/2) = (2 — 2v/2)e¥?>! ~ —1,25, maximum local (1 +
V2) = (2+2v2)e 2 2 0,43 (0,5 pt). (1)

2 Sur [—1;1], 2> — 1 < 0 donc f < 0 : aire vaut — / f(z) dz. D’aprés (E), f = 2ze ™ — f', donc

/ / 2ze “dz — (f(1) — f(-1)) = /_ 2ze " dx car f(1) = f(—1) = 0 (0,5 pt). Par parties

1

1 ' 2 2 4
(u=2z,v =e " v=—e"):[-2ze "] | +/ 2¢ *dx = <—— - 2e> + <—— +2e> = ——. Aire

1 e e e

4
— g ~ 1,47 u.a. (0)5 pt)' (1)

Astuce — Une équation différentielle exprime f a 1’aide de f' : intégrer cette relation fait apparaitre
f(b) — f(a) et évite de chercher directement une primitive de f.

Exercice 4 — Suite d’intégrales et approximation de In 2 (4 pts)
!

1
a) Jo = [In(1+ )](1) = In 2 (forme l ,1+x >0) (0,5 pt). ZH—L:L’ =1- 112 donc J; =
[z — In(1+ )] —1—1n2(05pt)()

n(1 1 n+1 71
) Par linéarité, J, + J, 11 :/ de:/ x"dr = ? =
o 14z 0 n+1l], n+1

-(1pt) (1)

c) Pour z € [0;1],1 4+ 2 > 1 donc 0 < % < 2" ; par positivité et comparaison (0 < 1), 0 < J,, <
x

1
/ z"dx = % (0,5 pt). Par le théoréme des gendarmes, lim J, = 0 (0,5 pt). (1)
0 n

n—-+00

d) Initialisation (n =1):S; =1et1l—J; =1In2 = Jy. Hérédité : siln2 = S,, + (—1)"J,, comme

1 —-1)"
J, = —— — J, 1, on obtient In2 = S, + (=1) + (1) = Spar + (1), (0,5 pt).
n+1 1 n+1
Donc [In2—-85,|=J, < —— = 0:lim S, =In2; —— < 102 dés n = 99, donc Sy convient
n—+1 n—+1
(0,5 pt). (1)

Erreur fréquente — Encadrer 'intégrande ne suffit pas : il faut citer la comparaison des intégrales et
vérifier que les bornes sont dans ’ordre croissant.
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Exercice 5 — Pour aller plus loin (3 pts)
a) f continue, donc = +— / f(t) dt est dérivable de dérivée f ; ainsi f est dérivable et f'(z) =1+
0

f(z) (0,5pt).Enz=0: f(0) =0+ /0 f=0(0,5pt). (1)

b) Solutionsdey’ =y + 1:y(x) = Ce® —0 1; f(0) =C —1=0donne f(z) =e* —1 (0,5 pt).
Réciproque : = + /x (e —1)dt =z + (e® — 1 — ) = € — 1: elle convient, c’est 'unique solution
(0,5 pt). (1)

©) Méme raisonnement : f'=1+afet f(0) =0, donc f(z) = Ce™ — i avec C = %, soit f(z) =

ar

e -1 at

e —1

T
(0,5 pt). Réciproque : = + a/
0
(0,5 pt). (1)

Piege — Une équation « intégrale » cache toujours une condition initiale : on ’obtient en remplagant x par
la borne inférieure, ou I'intégrale est nulle.

dt =z + [e——t
a
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