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Devoir surveillé – Géométrie dans l'espace : vecteurs,
droites, plans et produit scalaire — niveau ★★★

Durée : 120 min – Calculatrice interdite – Sur 20 points · Spécialité Mathématiques Terminale

Nom : Date : Note :  / 20

Tous les calculs doivent figurer sur la copie. Les résultats seront donnés sous la forme la plus simple

possible.

Exercice 1 – Automatismes (3 pts)

a) Déterminer le réel  pour lequel les vecteurs ,  et  sont
coplanaires.

b) Soit  et . Montrer que l'ensemble des points  tels que 
est le plan d'équation , puis vérifier que ce plan passe par le milieu  de  et
qu'il est orthogonal à la droite .

c) Montrer que les plans  :  et  :  sont sécants et déterminer
une représentation paramétrique de leur droite d'intersection.

Exercice 2 – Démontrer — Distance d'un point à une droite (4 pts)

a) Soit  une droite,  un point et  le projeté orthogonal de  sur  (  et  est orthogonal à
tout vecteur directeur de ). Démontrer que, pour tout point  de , .

b) En déduire que  est l'unique point de  le plus proche de .

c) Application :  et  : , ,  ( ). On note  le point de  de
paramètre . Montrer que .

d) En déduire la distance du point  à la droite  et les coordonnées du projeté orthogonal  de  sur
 ; contrôler le résultat à l'aide d'un produit scalaire.

Exercice 3 – Problème — Deux diagonales de faces d'un cube (5 pts)

a)  est un cube d'arête  (face  en bas ; , , ,  au-dessus de , , , ),

muni du repère orthonormé . Donner une représentation paramétrique de chacune
des droites  et .

b) Démontrer que les droites  et  sont non coplanaires.

c) Démontrer qu'il existe un unique point  de  et un unique point  de  tels que la droite
 soit orthogonale à la fois à  et à , et donner leurs coordonnées.

d) Montrer que  et en déduire la longueur .

e) Démontrer que, pour tout point  de  et tout point  de , on a .
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Exercice 4 – Recherche — Une famille de plans (4 pts)

a) Pour tout réel , on note  l'ensemble des points  tels que .
Justifier que  est un plan pour tout réel .

b) Montrer que la droite  de représentation paramétrique , ,  ( ) est
contenue dans tous les plans .

c) Déterminer le réel  pour lequel le plan  est perpendiculaire au plan , et donner une équation
du plan obtenu.

d) Déterminer le plan de la famille qui contient le point .

e) Tout plan contenant la droite  est-il l'un des plans  ? Justifier.

Exercice 5 – Pour aller plus loin — Le tétraèdre trirectangle (4 pts)

a) Soit , ,  trois réels strictement positifs et les points , , . Montrer que

 est normal au plan  et que ce plan a pour équation .

b) On note  le projeté orthogonal de l'origine  sur le plan  et . En utilisant

une représentation paramétrique de la droite , démontrer que .

c) Application :  et . Calculer , le volume du tétraèdre , puis l'aire du
triangle .

d) Dans le cas général, on note  l'aire d'un triangle . Démontrer que 
.

Bon courage !
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