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Corrigé et bareme — Géométrie dans ’espace : vecteurs,
droites, plans et produit scalaire — niveau %% %

Durée : 120 min — Calculatrice interdite — Sur 20 points - Spécialité Mathématiques Terminale

Exercice 1 — Automatismes (3 pts)
a) Siu = kv, les cotes donnent —1 = 0 : impossible, donc 4 et ¥ ne sont pas colinéaires. Les trois
vecteurs sont coplanaires si et seulement s’il existe des réels a, b tels que W = au + bv, soita —b =1
y20+b=met —a=—-4.Dotla=4,b=3etm=2x4+3=11. (1pt) (1)
b) MA2=MB? < (z—-1)2+(y+2)?*+(2—-3)2=(xz—-3)? +y>+ (2 +1)? < —2z+4y—

6z+14=—-62+22+10 < 4z +4y—82+4=0 < x+y—2z+ 1 =0 (les distances
étant positives, MA = MB <= MA? = MB?).1(2;-1;1):2—-1—2+1 =0, donc I est dans le
plan ; E@; 2; —4) = 2(1;1; —2) est colinéaire au vecteur normal (1;1; —2) : le plan est orthogonal
a (AB). (0,5 pt + 0,5 pt) (1)

c) Les vecteurs normaux (1;1; —1) et (2; —1; 1) ne sont pas colinéaires (rapports 2 et —1), donc les
plans sont sécants. En ajoutant les équations : 3z —3 =0,soitx = 1;puisl +y — 2z — 1 = 0, soit
y = z. Droite d’intersection: z = 1,y =t,z =t (t € R). Controle: 1+t —t—1=0et2 -t +¢ —
2=0.(1pt) (1)

Astuce — Comparer M A% et M B? plutot que M A et MB : les carrés se développent, les termes 2, y2, 22

disparaissent et il reste une équation de plan.

Exercice 2 - Démontrer — Distance d’un point a une droite (4 pts)

a) AM = AH + HM, donc AM? = AH2+2? MV—I—HM2 Comme H et M sont sur d, H HM est
nul ou dirige d ; dans les deux cas A AH -HM = 0.D’ou AM? = AH* + HM?. (1 pt) (1)

b) HM? > 0 donne AM? > AH? donc AM > AH pour tout M € d ; I’égalité impose HM = 0, c’est-
a-dire M = H. (0,5 pt) (1)

) AM;(2+t—1;—1+2t—2t+1) = (1 + 2t — 3;1 +1¢), donc AM? = (1+1)2+ (2t — 3)% +
(1+t)> =2(t* + 2t + 1) + 4t — 12t + 9 = 6t> — 8t + 11. (1 pt) (1)

4 1
d) Trindéme de coefficient dominant 6 > 0 : minimum en ¢t = % = 3’ ,de valeur 6 x - — —6 +11 =
1 2 12

% — ?6 + — 33 5 . D’aprés b) ce minimum est atteint en H : H = M, 3 (2 3 5) et la distance
cherchée est AH = \/ — Controle Aﬁ (g, g; g) et u(1;2;1) dirige d : AH -7 = g -
10 5

— +==0.(1,5pt)

3 T3 (1,5 pt)

Méthode — La distance d’un point a une droite s’obtient au choix en minimisant un trin6me en ¢ ou en

—
résolvant AM, - 4 = 0 : les deux méthodes donnent le méme parameétre, ce qui fournit un contrdle gratuit.
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Exercice 3 — Probléme — Deux diagonales de faces d’un cube (5 pts)

—
a) A(0;0;0), F(1;0;1), B(1;0;0), G(1;1;1). (AF), dirigée par AF(1;0;1):z =t,y =0, z =t ; (BG)
—

, dirigée par BG(0;1;1) :x =1,y = s, 2 = s (t, s € R, deux paramétres distincts). (0,5 pt) (1)

b) s; ﬁ = kﬁ, les abscisses donnent k = 0 et les ordonnées 1 = 0 : les directions ne sont pas
colinéaires. Un point commun vérifierait t = 1,0 = set t = s, d’ou 1 = 0 : impossible. Ni parall¢les
ni sécantes, les droites sont non coplanaires. (1 pt) (1)

c) M(t;0;t), N(1; s;8) et MN(l — t;8;8 — t). Les conditions s’écrivent MN ﬁ =1—-t+s—t=
1+s—2t:0etME\_} -ﬁ:s—l—s—t:2s—t:0.Lasecondedonnet:2s,puisl+s—4s:0

2 11
05 —) et N <1; 3 §> ; comme M # N, la droite

§§

1 2
,soit s = = et t = = : soluti ique. M
SO1T s 3 € 3 solution unique < 3

(MN) existe. (1,5 pt) (1)
d) UN (1 1 l) ;avec £(0;0;1) et C(1;1;0), ﬁ(l; 1;—1), donc MN = %ﬁ Comme EC =

3373
VIFTTT= 3, MN = ?.(m) )

e) @:m—km—l—w,avecm:aﬁetﬁzﬂﬁ(a,ﬂréels).Posonszﬁ:m—l—m:
d’apres c),zﬁ-m:aﬁ-m—kﬂﬁ-m:& Donc PQ? = ||1T)+WH2 = ||@||* +
V3

MN? > MN? et PQ > MN = 5 : MN est la plus courte distance entre les deux droites. (1 pt)
(1)

Piége — Utiliser le méme parameétre pour deux droites différentes oblige leurs points a « avancer ensemble »
: il faut deux parameétres distincts, sinon on manque les points communs ou la perpendiculaire commune.

Exercice 4 — Recherche — Une famille de plans (4 pts)

a) L’équation est de la forme az + by + cz + d = 0 avec (a; b; ¢) = (1 + m; 1; —m), qui n’est jamais le
vecteur nul puisque b = 1 : P, est un plan de vecteur normal 7, (1 + m; 1; —m). (0,5 pt) (0,8)

b) Pour toutréelt: (1+m)t+(2—t) —mt —2=t+mt+2—t—mt— 2 = 0. Tout point de A
appartient a P,,, et ce pour tout m. (1 pt) (0,8)

c) 79(1;1;0) et 7iy, - 59 = (1 +m) + 1 + 0 = m + 2, nul si et seulement si m = —2. Deux plans sont
perpendiculaires si et seulement si leurs vecteurs normaux sont orthogonaux: P_5: —x +y + 2z —
2 = 0. (1pt) (0,8)

1 1

d) AeP, <= (1+m)+0-3m—-2=0 <= —-1-2m=0 < m:—i.P_1/2:§m+y+
1
5z—2:0,soit:c—|—2y—|-Z—4:0(contr61e:1+0+3—4=0). (0,5 pt) (0,8)

e) Non.LeplanII: z — z = 0 contient A (¢t — ¢ = 0 pour tout ¢t). S’il était égal a un P,,, 7,,(1 +
m; 1; —m) serait colinéaire a (1; 0; —1), ce qui imposerait une ordonnée nulle : 1 = 0, absurde. Plus
précisément, un plan contenant A a un vecteur normal (a; 3; ) orthogonal a 4(1; —1; 1), soit o —
B+~ =0, et contient (0;2;0). Si 8 # 0, on peut prendre 8 = 1 et poser m = —y,dota =1+m:
c’est Pp,. Si 8 =0, @« = —~ et ’'on obtient II. Ainsi IT est le seul plan contenant A qui manque a la
famille. (1 pt) (0,8)

Erreur fréquente — Un seul point commun ne prouve pas qu’une droite est contenue dans un plan : il faut

que I’équation soit vérifiée pour tout ¢, ou au moins en deux points distincts de la droite.
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Exercice 5 — Pour aller plus loin — Le tétraédre trirectangle (4 pts)

— — — —

a) AB(—a;b;0) et AC(—a;0;c) ne sont pas colinéaires (la cote de AB est nulle, pas celle de AC), et
— — — .
AB #0).1-AB=—-14+1+0=0etn- AC =—-1+0+1=0:1 est normal a (ABC). Equation

x Yy oz Ty oz
“ 424z =0: A:14+d=0,dou—+ =+ —-=1.
a+b+c+d 0; avec + ,doua+b—|—C (Ipt) (1)
b) A A A
(OH) passe par O et est dirigée par 7t : © = — y:z,z:—()\GR).Hestsurleplan:
a’ c
1 1 1 , —— 1, 1,.. vS§ 1 _ 1
)\<—+b2—|— >=1,s01t)\:§.AlorsOH:§ et O ngnH:?:ﬁ,douOI_p:
S.(1pt) (1)
1 1 2 1x2
°) S:1+Z+Z:§,donc OH:\/tzﬁ.Base OAB rectangle en O d’aire X = 1, hauteur
1 2 3V 2
oCc=2: V—§X1><2—§ Avec labase ABC et la hauteur OH : Agpc = OH — \/_/3

6 — 1 2v6 1
7" V6. (Contréle : AB = AC = \/E,A—B>'ﬁ: 1, cos BAC = E’SinBACI T\/_ et 2" b
26
26— ) (1ot (1)

1 b b 1
d) Le volume se calcule de deux fagons : V = - x ag X c= a_c etV =— AABC x OH.Donc
abc a’b?c? b’c® 4 a’c? —l—azb2
Auapc = 500 et A4po = 4 S = 1 . Or les trlangles OAB, OBC, OC A sont
rectanglesen O : Apap = ?, Aoc = —, AOC A= 2 dont la somme des carrés vaut aussi
a’b? + b*c? + c2a?
e ()

Méthode — Calculer un méme volume de deux fagons, avec deux choix de base, est une technique trés
efficace pour obtenir une aire ou une distance sans aucun calcul d’angle.
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