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Corrigé et bareme — Dérivation des fonctions composées et
convexité — niveau Xk %k

Durée : 120 min — Calculatrice interdite — Sur 20 points - Spécialité Mathématiques Terminale

Exercice 1 — Automatismes (3 pts)
a) U _ ! _ 1 . £l _ eﬁ 1
f=e"avecu(r) = va,u(r) = 57 : f'(z) = 2\/5.(1pt)( )
b) §— iavecu(r) = € +1 > 0, u/(z) = 26 : gx) = —2 — — " 15ty (1)
7= ’ I 2Vl 11 el ol
2 3£L‘2

T —

Lo x y =
z+1) (z+1) (w + 1)4

c €T X —T
) = g7, 0/0) = B = i (05 p). (@) = 3u/(@)ule) =3
(0,5 pt). (1)

Piege — Dans une composée a deux ¢tages comme e‘/z, on multiplie par la dérivée de I’étage intérieur
seulement : ici #, et pas eV une seconde fois.
€T

Exercice 2 — Démontrer : exponentielle d’une fonction convexe (4 pts)
a) g = f'ef (0,5 pt). En dérivant ce produit : g = f"ef + f' x flef = (f” + f’z) el (0,5 pt). (1)

b) Si f est convexe, f” > 0; comme f? > 0etef > 0,onag” > 0surI: g est convexe. (0,5 pt) (1)

c) Avec f(z) = /z: f'(z) = ﬁ, f'(z) = —4;/5 < 0, donc f est concave (0,5 pt). f"(z) + f'(z)* =

1 1 vz —1

il i o (0,5 pt), positif pour > 1 : d’aprés a), (eV*)” > 0 sur [1; +oo], la fonction est

convexe alors que /- ne ’est pas (0,5 pt). (1)

d) z +— z? est convexe, donc G(z) = e” est convexe sur R d’aprés b) (0,5 pt). G(1) = e, G'(x) = 2ze®
, G'(1) = 2e : tangente en 1 d’équation y = 2e(z — 1) + e = e¢(2z — 1) ; la courbe est au-dessus, d’ou
e > e(2z —1) (0,5 pt). (1)

Méthode — Pour réfuter une implication générale, un seul contre-exemple suffit, mais il faut le vérifier par
un calcul complet, pas sur un dessin.
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Exercice 3 — Probléme — Propagation d’une population (5 pts)
12D'(t
a) Posons D(t) = 1+ e* %% D/(t) = —0,5e> 5. P = 12 donne P'(t) = _—D(t)(2) =
6e2—0,5t 12
m > 0: P est croissante (0,5 pt). D(¢) > 1, donc 0 < By < 12 (0,5 pt). (1)
_ 20,5t £2-0,5t £2-0,5t
b) 12)—(P) = RLL2 _ B¢ (05pt),donc 5 P(12— P) = b x 2 x e — b — pP/(1) (0,5
pt). (1

1

) pr= = (12P — P?), donc P" = L (12P' — 2PP') = EP’(t) (6 — P(t)) (0,5 pt). Comme P’ > 0,
P" alesignede6 — P.Or P(t) <6 <= D(t)>2 <= &' >1 = 2-05t>0 = t<
4 (0,5 pt). P est convexe sur [0 ;4] et concave sur [4; +oo][ (0,5 pt). (1)

d) P” change de signe en 4 : P’ est croissante sur [0 ; 4] puis décroissante, donc maximale en ¢t = 4 (0,5
pt). P(4) = 2 =6et P'(4) = %! = 1,5: au bout de 4 h, la culture compte 6 000 bactéries et croit
le plus vite, a 1 500 bactéries par heure (0,5 pt). (1)

e) La tangente au point d’inflexion a pour équation y = 1,5(t — 4) + 6 = 1,5¢. Sur [0;4], P convexe :
courbe au-dessus de la tangente, P(t) > 1,5¢ ; sur [4; +oo[, P concave : courbe au-dessous, P(t) <
1,5¢t. (0,5 pt) (1)

Astuce — Exprimer P’ en fonction de P évite de redériver un quotient compliqué : P” s’obtient en dérivant
la relation, puis son signe se lit sur 6 — P.

Exercice 4 — Pour aller plus loin — Une famille de courbes en cloche (4 pts)

a) f!(z) = —2aze® (0,5pt). f(¢) = —2ae " + (—2az)(—2az)e ™ = (4a’2? — 2a) e =
2a(2az? — 1)e=%" (0,5 pt). (1)

b) 2a > 0ete ® > 0: f” alesigne de 2az? — 1, nul pour 22 = >, Soit T = j:ﬁ (0,5 pt). f, est
convexe sur | — 0o ; —&,] et sur [z, ; +00[, concave sur [, ; x,] ; f7 change de signe en +z, : deux
points d’inflexion (0,5 pt). (1)

c) fuo(Ezy) =e " %=e i (0,5 pt), indépendant de a : tous les points d’inflexion sont sur la droite

horizontale d’équation y = e~ % = % (0,5 pt). (1)

d) fl(z,) = —2a x \/%e’% — V2ae? ; tangente : y = et — \/2ae7§(x —2,) (0,5pt).y =0 <
V2a(z —xz,) =1 <= z—2,= \/L?—a =z, < x =2z, (0,5pt). (1)

Piége — Avec un paramétre, garder a littéral jusqu’au bout : une propriété vraie « quel que soit a » se lit
sur un résultat qui ne dépend plus de a.

Exercice 5 — Qui a raison ? (4 pts)

x

a aux t). Contre-exemple : f(x) = 2“ et g(z) = e * sont convexes, mais go f(x) = e~ 2a, our
) Faux (0,5 pt). C ple: f(z) =z’ et g(x) = e* , mais g o f(z) p

dérivée seconde (4z? — 2)e*m2, qui vaut —2 < 0 en 0 : elle n’est pas convexe sur R (0,5 pt). (1)

b) Vrai (0,5pt). (fog) =g' x (f og)et (fog)" =g"x (f og)+g%x(f"og);0rg" >0, >0(
f croissante) et f” > 0, donc (f o g)” > 0 (0,5 pt). (1)

c¢) Vrai (0,5 pt). Si f/(a) # 0 pour un réel a, la courbe est au-dessus de sa tangente en a : f(z) >

<

f(a) + f'(a)(z — a), qui tend vers +oo quand z — 400 (si f'(a) > 0) oux — —oo (si f'(a) < 0), ce
qui contredit « f majorée ». Donc f’ = 0 sur R et f est constante (0,5 pt). (1)

d) : / 2x z " z2+1-zx z§+1 1
Vrai (0,5 pt). f'(z) = s = e S (z) = = > 0(0,5

z? +1 (224 1)Var+ 1
pt). (1)

Erreur fréquente — Croire que « convexe composée avec convexe donne convexe » : il faut en plus que la

fonction extérieure soit croissante, sinon le terme g” X (f’ o g) peut étre négatif.
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