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Devoir surveillé — Dénombrement, loi binomiale et sommes

Nom :

de variables aléatoires — niveau X% %

Durée : 120 min — Calculatrice interdite — Sur 20 points - Spécialité Mathématiques Terminale

Date : Note : / 20

Tous les calculs doivent figurer sur la copie. Les résultats seront donnés sous la forme la plus simple
possible.

Exercice 1 — Démontrer (4 pts)

a)
b)

)

d)

Démontrer que, pour tous entiers n et k telsque 1 < k < n, k(:) = n(Zj)

Retrouver cette égalité par un argument de dénombrement, en comptant de deux facons les comités
de k personnes choisies parmi n dont 'une est désignée présidente.

Soit X une variable aléatoire suivant B(n ;p), avec n > 1. En utilisant a) et la formule du bin6me,
démontrer que E(X) = np.

En déduire la valeur de leco:l k().

Exercice 2 — Une marche au hasard (4 pts)

a)

b)

c)

Un pion part de abscisse 0 sur une droite graduée. A chaque seconde, il avance d’une unité avec la
probabilité p ($0

Calculer E(Z) et V(Z) en fonction de p. Pour quelle valeur de p la variance de Z est-elle maximale
?

On suppose p = % Calculer la probabilité que le pion soit revenu a l’origine a I’instant 10, puis celle
qu’il soit a ’abscisse 4. Peut-il étre a ’abscisse 3 a I'instant 10 ?

d) Onrevient au cas général et on note D; le déplacement (41 ou —1) effectué a la seconde i. Calculer
E(D;) et V(D;), puis retrouver V(Z) sans utiliser la loi de X.
Exercice 3 — Probléme — Répondre au hasard ? (5 pts)

a)

Un questionnaire comporte 20 questions ; chacune propose 4 réponses dont une seule est exacte. Une
bonne réponse rapporte a points (a > 0) et une mauvaise en retire 1. Un candidat répond
enti¢rement au hasard, de fagon indépendante d’une question a ’autre ; on note X son nombre de
bonnes réponses et IV sa note. Exprimer N en fonction de X, puis déterminer a pour que ’espérance
de N soit nulle.

On prend désormais a = 3. Calculer o(V), arrondi au centiéme.

Calculer la probabilité que ce candidat obtienne une note supérieure ou égale a 10, arrondie au
milliéme.

Un second candidat connait avec certitude les réponses a 12 questions et répond au hasard aux 8

autres. On note Y son nombre de bonnes réponses parmi ces 8 questions. Exprimer sa note N’ en
fonction de Y, puis calculer E(N') et P(N' > 40), arrondie au milliéme.

Ce second candidat pourrait aussi laisser sans réponse les 8 questions incertaines (une question sans
réponse vaut 0 point). Comparer les deux stratégies et conclure.
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Exercice 4 — Avec ou sans remise (4 pts)

a) Une urne contient 4 boules rouges et 6 boules blanches. On tire successivement et sans remise 3
boules et on note Y le nombre de boules rouges obtenues. Déterminer la loide Y.

b) On effectue maintenant 3 tirages successifs avec remise dans la méme urne ; X désigne le nombre de
boules rouges obtenues. Donner la loi de X et comparer P(X = 2)a P(Y = 2).

c¢) Calculer E(X), V(X), E(Y) et V(Y).

d) Dans le tirage sans remise, on écrit Y = B; + By + B3, ou B; vaut 1 si la i-iéme boule tirée est rouge
et 0 sinon. On admet que chaque B; suit la loi de Bernoulli de paramétre 0,4. Expliquer pourquoi
E(Y)=E(X) alors que V(Y) # V(X).

Exercice 5 — Pour aller plus loin (3 pts)

a) Soit X une variable aléatoire suivant B(n;p), avecn > 1 et $0
b) 1+ (1—2p)"

— s
c) Calculer cette probabilité pour n = 10 et p = 0,3 (valeur approchée a 1075 pres), puis déterminer sa

limite quand n tend vers +00. Pour quelle valeur de p vaut-elle exactement % pour tout n ?

En déduire que la probabilité que X prenne une valeur paire vaut

Bon courage !
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