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Corrigé et baréme — Matrices — suites récurrentes et
itération
Suites de matrices colonnes U(n+1) = AU(n) + B : puissances de A, expression de U(n), état stable et
convergence (théme « Graphes et matrices », Tle).

Durée : 120 min — Calculatrice interdite — Sur 20 points - Maths expertes (option Tle) Terminale

Exercice 1 — Ecriture matricielle et premiers termes (4 pts)

1 -2
a) A= (_31 4) et B = ( 1 >, en lisant le systéme ligne par ligne. (1)
b)

up =3x1+2—-2=3etvy=—-1+8+4+1=8,doncU; = <2>(1)

) uy=9+8-2=15et vy = —3+32+1 =30, donc Up = @g).a)

d) uz3 =45+30—-2="T3etvs = —15+ 120+ 1 = 106, donc U3 = (17036>' (1)

Le point clé — La matrice A se lit ligne par ligne a partir du systéme, la colonne B regroupant les seuls
termes constants.

Exercice 2 — Puissance d’une matrice et terme général (4 pts)
Y (4+112 g) - (116 8) et A= A% x A = (16i36 207> - (512 207)' 1)
b) Les coefficients 4, 16, 52 valent 2(3" — 1) pour n = 1,2, 3 : on conjecture A" = (2(3n1_ 1) 3()”).
(1)
c¢) Pour n = 0 la formule donne I. Si elle est vraie au rang n, A" = A" x A =
(2(371 _ 1)1+4 w 3n 3,?+1>,et2 X3 —2+4x3"=6x3"—2=2(3""! — 1) : la formule est

vraie au rang n + 1, donc pour tout n. (1)
d) U, = A"Up donne u,, = 5 et v, = 10(3" — 1) — 3" = 9 x 3" — 10. Ainsi (u, ) est constante égale a 5
et limv, = 400 car 3 > 1. (1)

Erreur fréquente — Une conjecture lue sur A% et A% ne vaut rien sans récurrence, et 'initialisation doit
étre faite au rang 0, ou ’on doit retrouver I.
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Exercice 3 — Etat stable et convergence (4 pts)
a) 0,8 —0,5 o L
I-A= 0.6 0.9 ) de déterminant 0,72 — 0,30 = 0,42 # 0 : I — A est inversible, I’état

. . _{0,2x40+0,5x 30+ 17\  [40\
stable existe et est unique. Or AC + B = <O,6 % 40+ 0,1 x 30 + 3> = <30> =C.(1)

b) C vérifie C = AC + B, donc V11 = Up1 — C = (AU, + B) — (AC + B) = A(U, — C) = AV,
(1)
60

°) Ww=Uy—-C= 0 etVleVb:(;2),d’oﬁU1:V1—I—C':(2§) (vérification directe :
_(20+ 15417\ _ (52
AUO+B_(60+3+3>_<66>)'(1)

d) V, = A"V, tend vers la matrice nulle, donc lim U, = C = <

40

3 0) . Cette limite ne dépend pas de Uy,

qui ne fixe que I’écart initial a ’équilibre. (1)

A retenir — Le changement de suite V;, = U,, — C efface la matrice B et rameéne toute suite affine au cas

homogene.
Exercice 4 — Calcul de A" par diagonalisation (4 pts)
a) , ., (7—3 21—-6) (4 15 (4 15\ L
AP = <2+2 6+4> = <4 10) et PD = (4 10) : égalité vérifiée. Comme det P = 2

-2 3
— 1. p-l_—
3=-1,P <1 _1).(1)
b) En multipliant AP = PD adroite par P~' : A = PDP'. Par récurrence, A"*' = PD"P~! x
PDP' = PD""!' P! Pinitialisation donnant PIP~! =T = A% (1)
c) n_ (4" 3 x5" n_ [—2x4"+3x5" 3 x4"—-3x5"
PO = (4" 2><5”>’d°nc‘4 - (—2><4”+2><5” 3% 4" —2x 5"
on retrouve A). (1)

) (controle pourn =1:

d) U, = A"Uy donne u, = —4" + 3 x 5" et v, = —4" + 2 x 5". En factorisant par 5" : %:* = (08 et
0,8" — 0, donc lim % = 3. (1)
Repére — Vérifier A P = P D évite tout calcul d’inverse : 'inverse de P ne sert qu’au dernier produit.
Exercice 5 — Deux entrepots d’une plateforme logistique (4 pts)

4
a) an+1 = 0, 8an + 07 3bn + 40 et bn+1 = 07 1an + 0, 5bn + 50, donc A= (g,f g’ g) et B = (58> . (1)

b) a1 = 560 4 90 + 40 = 690 et by = 70 + 150 + 50 = 270, donc U; = <ggg> palettes. (1)

0,2z — 0,3y = 40
—0,1z + 0,5y = 50

0,3y = 40, soit 0, Ty = 140, y = 200 et z = 500. L’état stable est C' = (;88) (1)

d) La formule correcte est U, = A"(Uy — C) + C, et non U,, = A"Uj : la matrice B interdit d’utiliser
la formule du cas homogene. Le facteur A" n’efface que ’écart a 1’équilibre, si bien que lim U,, =

) C vérifie { . La seconde donne z = 5y — 500 ; en reportant : 0, 2(5y — 500) —

500
C = < 20 O) : les stocks se stabilisent a 500 et 200 palettes, ils ne s’annulent pas. (1)

Attention — Dans le cas affine, A™ — 0 signifie que I’écart a I’état stable disparait, jamais que la suite
tend vers zéro.



