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Graphes : vocabulaire et propriétés
Fiche méthode

(Maths expertes Terminale - Graphes et matrices)

La démarche face a un graphe

1. Je modélise : ce que sont les sommets, ce que représente une aréte (ou un arc, si les liaisons ont un sens).

2. Je dresse le tableau des degrés et je le controle avec le lemme des poignées de main : somme des degrés
=2m.

3. J’étudie la connexité en reliant chaque sommet & un méme sommet par une chaine.

4. Je conclus en citant le résultat utilis¢ : « d’aprés le lemme des poignées de main », « d’aprés le théoréme
d’Euler, le graphe étant connexe ».

Le réflexe — une réponse « oui » ou « non » ne rapporte rien sans le comptage qui la justifie : somme des degrés,
nombre de sommets de degré impair, chalne écrite en entier.

Cas 1 - Modéliser et compter les arétes

Réflexe — sommets et arétes nommés ; chaque liaison comptée une seule fois ; Ky an(n — 1)/2 arétes.

Exemple. Question type : « Donner l'ordre et le nombre d’arétes ; le graphe est-il complet ? » Exemple : les sommets
sont les entiers de 1 a 6, deux entiers sont adjacents quand I'un divise ’autre.

Ordre 6. Arétes : 1-2, 1-3, 1-4, 1-5, 1-6, 24, 2-6, 3—6, soit 8 arétes.

6 x5
Le graphe n’est pas complet : 2 et 3 ne sont pas adjacents (Kg aurait = 15 arétes).

| Attention — A-B et B-A sont la méme aréte : on ne la compte pas deux fois.

Cas 2 - Lemme des poignées de main

Réflexe — somme des degrés ; impaire : le graphe n’existe pas ; paire : m = somme + 2.

Exemple. Question type : « Déterminer le nombre d’arétes » ou « Ce graphe peut-il exister 7 » Exemple : un graphe
d’ordre 10 a 4 sommets de degré 5 et 6 sommets de degré 2.

Somme des degrés: 4 X 5+ 6 x 2 =20+ 12 = 32.

Elle est paire ; d’apres le lemme des poignées de main, 2m = 32, donc le graphe a m = 16 arétes.

Attention — une boucle compte pour 2 dans le degré ; une somme paire ne garantit pas l’existence d’un graphe

simple.

Cas 3 - Graphe orienté

éflexe — degrés sortants et entrants ; chaque somme vaut le nombre d’arcs ; un chemin suit les fléches.
Réfl d tants et entrants ; chaq t1 bre d’ ; h t les flech

Exemple. Question type : « Donner les degrés entrants et sortants ; trouver un circuit ». Exemple : arcs P — Q, Q —
R,R—PetR —S.

d":P1,Q1,R2,S0;d :P1,Q1,R1,S 1. Les deux sommes valent 4, le nombre d’arcs.

P — Q — R — P est un circuit de longueur 3. Comme d*(S) = 0, aucun chemin ne part de S.

| Attention — la somme des degrés entrants vaut le nombre d’arcs, pas son double.

Cas 4 - Chaines et connexité

Réflexe — connexe : je relie chaque sommet a un méme sommet ; non connexe : un groupe de sommets d’otl aucune
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aréte ne sort.

Exemple. Question type : « Le graphe est-il connexe ? Justifier. » Exemple : sommets 1 a 6, arétes 1-3, 3-5, 5-1, 2—4
et 4-6.

Aucune aréte ne relie un nombre impair 4 un nombre pair : aucune chaine ne va de 1 a 2.

Le graphe n’est pas connexe ; il a deux composantes connexes, {1, 3,5} et {2, 4, 6}.

| Attention — la longueur d’une chaine est son nombre d’arétes, pas de sommets.

Cas 5 - Chaine ou cycle eulérien

Réflexe — connexe ? nombre de sommets impairs : 0, cycle ; 2, chalne entre eux ; plus, rien. Puis je construis et je
vérifie les m arétes.

Exemple. Question type : « Peut-on emprunter chaque aréte une fois et une seule ? En donner un parcours. »
Exemple : arétes V-W, W-X, X-Y, Y-Z,Z-V et V-X.

Le graphe est connexe : la chaine V-W-X-Y-Z passe par tous les sommets. d(V) = 3, d(W) = 2,d(X) = 3,
d(Y) =2,d(Z) = 2 : exactement deux sommets impairs, V et X.

D’aprés le théoréme d’Euler, il existe une chaine eulérienne de V a X : V-W-X-Y-Z-V-X emprunte V-W, W-X,
X-Y, Y-Z, Z-V puis V-X, les 6 arétes une fois chacune.

| Attention — tous les degrés pairs ne suffisent pas : il faut aussi la connexité.

Les piéges

e Knan(n— 1)/2 arétes, pasn’nin(n — 1).

¢ Un croisement de deux arétes sur le dessin n’est pas un sommet.

¢ Une chaine simple peut repasser par un sommet ; elle ne réemprunte pas une aréte.
¢ FEulérien : chaque aréte une fois, pas chaque sommet une fois.

¢ Le théoréme d’Euler suppose le graphe connexe.

¢ Graphe orienté : A — B ne permet pas d’aller de B a A.
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