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Equations polynomiales
Fiche méthode

(Maths expertes Terminale - Nombres complexes - Equations polynomiales)

La démarche pour résoudre une équation polynomiale

1. Je regarde le degré et la forme : second degré, z™ = a”, bicarrée, racine donnée ou a deviner.

2. Je factorise pour me ramener au second degré : 2" — a”, facteur z — a, facteur 22 — 2 Re(a) z + |a|?,
identification.

3. Je résous chaque facteur du second degré avec A (deux solutions conjuguées si A < 0).

4. Je rassemble et je compte : toutes les racines, sans perdre la racine de départ, au plus n pour un degré n ; je
controle avec le produit ou la somme.

Le réflexe — un produit est nul si et seulement si ’un de ses facteurs est nul : factoriser, c’est découper I’équation

en équations plus simples.

Cas 1 - Second degré dans R (rappels de 1re)

Réflexe — je teste 1 et —1, sinon je calcule A ; je factorise par a(x — x,)(x — x,) en gardant a devant.

Exemple. Questions types : « Résoudre dans R », « Factoriser ». Exemple : 222 + 2 — 6 = 0.

-1-7 -1+7 3
, =—2etzy = tr_

Factorisation : 222 + z — 6 = (z + 2)(2z — 3).

A=1+48=49,doncz; = 1 5

N | W

c
Controle : produit —2 X — = -3 = —.
a

| Attention — (—b)? est positif ; et on n’oublie pas le coefficient a dans la factorisation.

Cas 2 - Second degré dans C

Réflexe — A < 0: j’écris A = (iy/(—A))?, puis z = (—b + iy/(—A))/(2a), et je contrdle par le produit c/a.

Exemple. Questions types : « Résoudre dans € », « Donner une équation dont ... est solution ». Exemple :
322 —62+4=0.

A=36—48=—12= (2iv3)".
z_6i2i\/§ V3.

=1+ —j.

0 3 4
Contréle:l—l——:—:g.
9 3 a

| Attention — on n’écrit pas 4/—12 ; et 2a divise aussi la partie imaginaire.

Cas 3 - Résoudre z" = an

Réflexe — j’écris la constante comme une puissance n-i¢me, je factorise z" — a” par z — a, puis je résous le second
facteur.

Exemple. Questions types : « Factoriser 2" — a™ », « Résoudre 2% = ... ». Exemple : 23 = 216.

216 = 6%, donc 2* — 216 = (z — 6)(2% + 62 + 36).
22462+36=0:A=236—144 = —108 = (Giﬁ)z, d’ot z = —3 + 3i\/3.
S ={6;-3+3iv3;-3—3iv3}.

| Attention — z* — a’ n’est pas (z — a)® ; pour z* + a3, on écrit a*> = —(—a)>.
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Cas 4 - Degré 3 avec une racine connue

Réflexe — je vérifie P(a) = 0, j’écris P(z) = (z — 0)(z* + bz + ¢), je développe et j’identifie, la derniére équation sert
de vérification.

Exemple. Questions types : « Vérifier que . .. est racine », « Factoriser », « Résoudre ». Exemple : P(z) = 2% + 22 — 2.

P(1)=1+1—-2=0.Pourtout z, (z — 1)(22 + bz +c) =22+ (b—1)2> + (c—b)z —c.
b—1=1,doncb=2;c—b=0,doncc=2;vérification : —c = —2.

24224+2=0:A=-4=(20)%z2=-1+i.8={l;-1+4i;-1—4d}.

| Attention — la racine o fait partie des solutions : ne pas la perdre aprés la factorisation.

Cas 5 - Compter les racines

Réflexe — degré au plus n et n + 1 racines : polynéome nul ; deux polyndmes de degré au plus n égaux enn + 1
nombres : égaux.

Exemple. Questions types : « Montrer que P est nul », « Montrer que A = B », « A-t-on toutes les solutions ? ».
Exemple : B de degré au plus 2 avec B(0) = 1, B(1) =3, B(—1) = 1.

A(z) = 2% + z + 1 vérifie A(0) = 1, A(1) = 3et A(—1) = 1.
A — B est de degré au plus 2 et s’annule en trois nombres distincts : c’est le polynéme nul.

Donc B(z) = 22 + z + 1 pour tout z.

| Attention — « au plus n » racines, pas « exactement n » : une racine double compte pour une solution.

Les piéges

e « A <0, donc pas de solution » : vrai dans R, faux dans C.

e /—16 n’a pas de sens : on écrit —16 = (4i)2.

e 7z*—1000#(z —10)*: 2> — 1000 = (z — 10)(z> + 10z + 100).
¢ Racines conjuguées : seulement si les coefficients sont réels.

e Aprés la factorisation par z — a, ’ensemble des solutions contient a.

¢ Degré n : au plus n racines, pas forcément n racines distinctes.
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