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Lois a densité : uniforme et exponentielle
Fiche méthode

(Maths complémentaires Terminale - Probabilités - Lois a densité)

La démarche pour une question sur une loi a densité

1. Je nomme la loi et ses paramétres avec leur unité : densité donnée, loi uniforme sur [a ; b], ou loi exponentielle
de paramétre .

2. Je traduis ’événement en P(X < z), P(X > z), P(c < X < d) ou « sachant X > t ».
3. Je calcule avec F' (ou une intégrale), sans arrondir avant la fin.

4. Je conclus par une phrase dans le contexte, avec 'unité.

Le réflexe — Une probabilité est une aire : P(X = a) = 0, et la hauteur f(¢) n’est jamais une probabilité.

Cas 1 - Rappels : loi discréte et conditionnement

Réflexe — E(X) = X pixi ; V(X) = E(X?) — E(X)?; événement inclus : P_A(B) = P(B)/P(A).
Exemple. Questions types : « Calculer E(X), V(X) », « Calculer P4(B) ». Exemple : X vaut 2, 4, 6 avec les
probabilités 0,35 ; 0,4 ; 0,25.

E(X)=07+1,6+15=38; E(X2) =14+64+9=16,8, donc V(X) = 16,8 — 3,82 = 2,36.

_ 02 5 35,

X >4 X>2}:P X>4)= "=

| Attention — P_A(B) n’est pas P(A N B) ; on retire E(X)? aprés avoir calculé E(X?).

Cas 2 - Densité : vérifier et calculer une aire

Réflexe — continue, positive, intégrale égale a 1 ; probabilité = intégrale entre les bornes.

Exemple. Questions types : « Déterminer k pour que f soit une densité », « Calculer P(c < X < d) ». Exemple :
f(t) =k(t+1)sur[0;2].

2 2
t 2
/ kEt+1)dt=k {5 + t] =4k =1, donc k = 0,25 (f est alors positive).
0 0

t? 2
P(X >1)=025 [5 + t} = 0,25 x (4—15) = 0,625.

| Attention — f(t) peut dépasser 1 ; une intégrale égale a 1 ne suffit pas si f est négative quelque part.

Cas 3 - Fonction de répartition, espérance, variance

Réflexe — F primitive de f nulle au début ; E = [t f(t) dt ; V = [t2f(t) dt — E=.
Exemple. Questions types : « Déterminer F », « Calculer la médiane, E(X), V(X) ». Exemple : f(t) = 0,375t sur
[0;2].

z3 m?
F(z) = 5 sur [0;2] ; médiane : e 0,5, m = V/4 ~ 1,587.

0,375t4]2 B
4

2
E(X) :/ 0,3758% dt = [ —15.
0

0

| Attention — E(X) = [t {(t) dt, pas [f(t) dt, qui vaut toujours 1.
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Cas 4 - Loi uniforme sur [a ; b]

Réflexe — probabilité = longueur favorable / (b —a) ;E=(a+ b)/2; V= (b — a)?/12.

Exemple. Questions types : « Calculer P(c < X < d), E(X), V(X) ». Exemple : X uniforme sur [5; 20].

| Attention — hors de [a ; b], la probabilité est nulle ; on coupe ce qui dépasse.

Cas 5 - Loi exponentielle : probabilités et paramétre

Réflexe — P(X > t) = " (—At) ;L = 1/moyenne, ou . = —In(p)/t si P(X > t) = p.

Exemple. Questions types : « Déterminer A », « Calculer P(X < t), la durée moyenne, la médiane ». Exemple :
P(T > 4) = 0,7, en années.

—1In(0,7)
4

1
Durée moyenne : X ~ 11,2 ans.

e * = 0,7, donc A = ~ 0,0892 par an.

| Attention — E(X) = 1/A, pas A ; A et t dans la méme unité.

Cas 6 - Absence de mémoire

Réflexe — sachant X > t, loi exponentielle : je retire t ; démonstration par le quotient grace a 'inclusion.

Exemple. Questions types : « Calculer Px~;(X >t + h) », « Démontrer la propriété », « Montrer qu’une loi n’est pas
sans mémoire ». Exemple : A = 0,2, Px-3(X > 7).

el

— 08
e 0.6

{X > 7} C {X > 3}, donc le quotient vaut
Px-3(X >7) = P(X > 4) = e %8~ 0,449.

| Attention — quotient, jamais différence ; pas d’absence de mémoire pour une loi uniforme.

Les pieges

 f(t) est une hauteur, pas une probabilité : seule I’aire sous la courbe en est une.

e P(X =a)=0:inégalités strictes ou larges donnent la méme probabilité.

e e"(—At) = P(X > t) (attendre encore) ; 1 — e"(—At) = P(X < t) (déja arrivé).

e E(X) = 1/X pour la loi exponentielle, et (a + b)/2 (pas (b — a)/2) pour la loi uniforme.

¢ Le parameétre A et la durée t doivent étre dans la méme unité : At est sans unité.

¢ L’absence de mémoire ne vaut que pour la loi exponentielle ; ailleurs, on revient au quotient.
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