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Devoir surveillé — Primitives, équations différentielles et
intégrales — niveau %%

Durée : 120 min — Calculatrice autorisée — Sur 20 points - Maths complémentaires Terminale

Nom : Date : Note : / 20

Tous les calculs doivent figurer sur la copie. Les résultats seront donnés sous la forme la plus simple
possible.

Exercice 1 — Démontrer — La valeur moyenne d’une fonction convexe 5 pts
Yy

a+b

Soit a < b deux réels, f une fonction deux fois dérivable et convexe sur [a; b], de courbe C¢, m = et

2
b
b
u= ﬁ / f(z) dz la valeur moyenne de f sur [a;b]. On démontre que f(m) < p < M.

2
a)

b
Donner une équation de la tangente 7" a C¢ au point d’abscisse m. Démontrer que / ( f(m) +
f'(m)(z —m)) dz = (b - a) f(m).
b) En déduire que f(m) < p.

c) On note L(z) = f(a) + w

b
Démontrer que / L(z)dz = (b—a)

(z — a). Que représente la droite d’équation y = L(x) ?

fla) + f(b) fla) + f(b)

5 , puis que pu < —

1
d) Application. Soit > 0. En appliquant ce qui précede a la fonction ¢ — 7 sur [1;1 + z|, démontrer

2z z(z +2)
< In(1 S 57—
o2 Skhl+e) < ga=

amplitude.

que . En déduire un encadrement de In 1,1 par deux fractions, et son

Exercice 2 — Probléme — Le retour des chamois (5 pts)

En 2026, on réintroduit 100 chamois dans un massif. On note P(t) leffectif, en centaines de chamois, ¢
années plus tard, avec P(0) = 1. On admet que P est dérivable, strictement positive, et solution de

I'équation différentielle (E) : y' = 0,3y (1 - %)

1
a) Expliquer pourquoi (E) n’est pas de la forme y' = ay + b. On pose z = i)

solution de I’équation différentielle z’ = —0,3z + 0,037 5.

. Démontrer que z est

b)

En déduire z(t), puis démontrer que P(t) 5; pour tout ¢ > 0.

B 8
C1+47e0
c) Déterminer tlim P(t) et interpréter. Au bout de combien d’années la population dépasse-t-elle
00
600 chamois ? Valeur exacte, puis au centiéme.
d) D’apres (E), la vitesse de croissance s'écrit P'(t) = g(P(t)) avec g(y) = 0,3y — 0,037 5y. Sans
calculer P”, démontrer que la population augmente le plus vite quand elle compte 400 chamois.
Déterminer a quel instant, et la vitesse de croissance maximale, en chamois par an.

860,3)5
) Démontrer que P(t) = PO puis déterminer une primitive de P sur [0; 4+o00[. En déduire la
e
population moyenne pendant les dix premiéres années : valeur exacte, puis arrondie a I'unité de

chamois.
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Exercice 3 — Pour aller plus loin — Euler, rectangles et le nombre e (5 pts)

1
Dans tout I’exercice, n est un entier supérieur ou égala 1, h = — et , = kh pour k = 0,1,...,n.
n

a)

On applique la méthode d’Euler a ’équation y' = y, avec y(0) = 1,sur [0;1] aveclepash:yp = 1 et
1 n

Yk+1 = Yr + hyg. Démontrer que y,, = (1 + —) , et expliquer pourquoi y,, est une valeur
n

approchée de e. Calculer yg et y190 au milliéme.

A P’aide de la concavité de la fonction In, démontrer que Inz < = — 1 pour tout > 0, puis que
1 n

(1 + —) < e pour tout entier n > 1.
n

Compléter la fonction Python ci-dessous pour qu’elle renvoie y,,.

def euler(n):
h=1/n
y=1
for k in range(n):
Yy = .u
return y

On admet que la suite (y,) est croissante. A I’aide de cette fonction ou de la calculatrice, déterminer
le plus petit entier n tel que e — y,, < 0,05.

Soit f une fonction continue sur [0; 1]. On applique la méthode d’Euler, avec le méme pas h, a
I’équation y' = f(z), avec y(0) = 0:yo = 0 et yr11 = yr + h f(zx). Quelle est la solution exacte de

1
ce probléme ? Démontrer que y, est la somme des rectangles a gauche R, associée a / f(z)dz.
0

h(e —1)

Dans le cas f(z) = €7, démontrer que Ry = — —

. , calculer R, au milli¢éme pour n = 10, puis

1
démontrer que R, tend vers / e’ dr quand n — +o00.
0
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Exercice 4 — Probléme — Un médicament pris par voie orale (5 pts)

Apreés la prise d’un comprimé, la concentration d’un médicament dans le sang, en mg /L, ¢ heures aprés la
prise, est modélisée par C(t) = 10 (e_o’% — e_t), pour t > 0. Le médicament est efficace lorsque sa
concentration est au moins égale a 2 mg/L.

a)

Calculer C(0) et tlir+n C(t). Démontrer que C'(t) = 2e~ %% (5~ *® — 1), puis que la concentration
— 400

. . 5 ) 1
est maximale a l'instant ¢,, = = In 5. Démontrer que ce maximum vaut 8 x 57 mg/L et en donner
une valeur approchée au centiéme.

Vérifier que C est solution de I’équation différentielle y/ = —0,2y + 8e~*. Interpréter chacun des
deux termes du second membre.

Démontrer que I’équation C(t) = 2 admet exactement deux solutions ¢; < t2 dans [0; +oo], et
donner un encadrement de chacune d’amplitude 10~2. Pendant combien de temps le médicament

est-il efficace ?
T

L’exposition de l’organisme au médicament entre 0 et = est A(z) = / C(t)dt (en mg-h/L).
0
Calculer A(z), puis HIJP A(z). Donner la concentration moyenne pendant les 24 premicres heures,
T—+00

au centiéme.

Un comprimé a libération prolongée donne une concentration C(t) = k (6_0’2t — 6_0’5t), avec k > 0.
A
Déterminer k pour que ’exposition totale lirf / C(t) dt soit la méme qu’avec le comprimé
T—+00
0

classique. Comparer alors les concentrations maximales des deux comprimés, et 'instant ou elles
sont atteintes.

Bon courage !
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