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Devoir surveillé — Limites, dérivation, logarithme népérien
et convexité — niveau %%

Durée : 120 min — Calculatrice autorisée — Sur 20 points - Maths complémentaires Terminale

Nom : Date : Note : / 20

Tous les calculs doivent figurer sur la copie. Les résultats seront donnés sous la forme la plus simple
possible.

Exercice 1 — Automatismes (4 pts)

1
a) Calculer la dérivée de la fonction f définie sur R par f(x) = e+*+1, puis donner ses variations et son
maximum.

b) Justifier que la fonction g : z — In (w2 + 4z + 7) est définie et dérivable sur R, puis calculer ¢'(z) et
donner les variations de g.

¢) Résoudre 'inéquation In(z + 2) — In(z — 1) > In4, aprés avoir précisé ’ensemble sur lequel elle a

un sens.

d) . . 3e? —1
Déterminer lim
z—+o00 eT 4

et interpréter graphiquement le résultat.

Exercice 2 — Qui a raison ? (4 pts)

Pour chaque affirmation, dire si elle est vraie ou fausse, puis justifier : une démonstration si elle est vraie,
un contre-exemple si elle est fausse.

a) « La fonction  — z €® est convexe sur R. »
b) «L’équation e* = 3 — z admet une unique solution réelle. »
c¢) « Une fonction convexe sur R admet toujours un minimum. »

d) «Si f est dérivable et concave sur [0; +o00[, avec f(0) = 0, alors f(z) < f/(0) « pour tout z > 0. »

Exercice 3 — Etude d’une fonction avec deux exponentielles (4 pts)
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = e?* — 6e” + 5, et C + sa courbe représentative.

a) Déterminer les limites de f en —oo et en +00. Interpréter graphiquement 1'une d’elles.

b) Montrer que f'(z) = 2€” (e” — 3), puis dresser le tableau de variations de f (avec les limites), en
donnant la valeur exacte de son minimum.

c¢) Résoudre ’équation f(z) = 0 (on pourra poser X = e®). Retrouver le nombre de solutions a I’aide
du tableau de variations.

d) Etudier la convexité de f. Donner les coordonnées exactes du point d’inflexion I de C setle
coefficient directeur de la tangente en I.
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Exercice 4 — Probléme — La croissance d’un sandre (4 pts)

Un jeune sandre est laché dans un lac. Sa longueur, en cm, ¢ années aprés son lacher, est modélisée par
—0,3t
L(t) =60e 2 ", pourt > 0.

a) Calculer L(0) au millimétre prés, puis déterminer tliin L(t). Interpréter ces deux résultats.
S

b) Montrer que L'(t) = 36 e~ %3¢ 672870&, puis en déduire le sens de variation de L sur [0 ; +00].
c) On admet que L"(t) = 10,8 "% (2 %% — 1) e~2¢"" . Etudier la convexité de L et donner la valeur

exacte de I’abscisse ¢7 du point d’inflexion de sa courbe. Calculer les valeurs exactes de L(tr) et de
L'(t;), puis interpréter.

d) Dans ce lac, un sandre péché doit étre relaché s’il mesure moins de 45 cm. Justifier que le sandre
atteint cette longueur a un unique instant ty, puis calculer la valeur exacte de ty et une valeur
approchée au centiéme.

Exercice 5 — Probléme — La valeur d’une voiture (4 pts)

Une voiture neuve vaut 24 000 €. Selon un baréme, elle perd 15 % de sa valeur chaque année. On note v,
sa valeur, en euros, au bout de n années. On modélise aussi sa valeur au bout d’une durée ¢ quelconque
(en années, t > 0) par V (t) = 24000 e~*, avec k = —In 0,85.

a) Exprimer v, en fonction de n, puis déterminer, a ’aide du logarithme, au bout de combien d’années
enticres la voiture vaut pour la premiére fois moins de 10 000 €.

b) Vérifier que V(n) = v, pour tout entier naturel n. Calculer V'(t) et en déduire le sens de variation
de V ; donner V'(0) arrondi & I’euro et 'interpréter.

c) Etudier la convexité de V et déterminer tlir+n V(t). Interpréter ces deux résultats.
—+00

d) Le vendeur affirme : « Avec ce baréme, une voiture perd la moitié¢ de sa valeur en moins de 4 ans. »
A-t-il raison ? Déterminer ensuite 'instant ¢; a partir duquel la voiture perd de la valeur au rythme
de moins de 2000 € par an (valeur exacte, puis au centi¢me).

Bon courage !
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