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Variations, extremums et courbes

Fiche méthode
(Spécialité maths 1re - Analyse - Dérivation)

La démarche pour étudier une fonction

1. Je précise l’intervalle d’étude et je justifie que f y est dérivable (polyndme, quotient dont le dénominateur
ne s’annule pas. . .).

2. Je calcule f'(z) et je le factorise : facteur commun, identité remarquable, racines d’un trindme, méme
dénominateur.

3. J’étudie le signe de f'(x) dans un tableau de signes (un carré ou un dénominateur au carré est positif).

4. Je conclus en citant le théoréme « signe de la dérivée et variations », puis je compléte le tableau de variations

avec les images.

Le réflexe — un tableau de variations sans la phrase « d’aprés le théoréme liant le signe de la dérivée et les
variations » ni les images aux points remarquables ne rapporte pas tous les points.

Cas 1 - Dresser un tableau de variations

Réflexe — dériver, factoriser, signe de f'(x), fléches, puis images aux points ou f' s’annule.

Exemple. Questions types : « Etudier les variations de g », « Dresser le tableau de variations ». Exemple :
g(z) = 223 + 32% — 12z sur R.

g est un polyndme, dérivable sur R : ¢'(z) = 62° + 6z — 12 = 6(z? + = — 2) = 6(z + 2)(z — 1).

Ce trinOme est positif a Pextérieur de ses racines —2 et 1, négatif entre elles. D’aprés le théoréme, g est croissante
sur | — 0o ; —2], décroissante sur [—2; 1], croissante sur [1; +00].

Images: g(—2) = —-16+124+24=20et g(1) =243 -12=—-T.

Attention — sur une réunion d’intervalles comme R privé de 0, le théoréme ne s’applique que sur chaque intervalle

séparément.

Cas 2 - Justifier un extremum

Réflexe — f'(a) = 0 ET changement de signe de ' en a ; + puis — : maximum ; — puis + : minimum.
Exemple. Questions types : « Montrer que A admet un minimum », « Préciser la nature de ’extremum ». Exemple :

4
h(z) =z + - sur |0; +oo].

4 22-4 (z-2)(z+2)
h’(m):l—;: 2 z? '

Sur]0;+oo[,z +2 > 0et 2 > 0: h'(z) ale signe de x — 2, négatif puis positif.

k' s’annule en 2 en passant de — a + : h(2) = 2 + 2 = 4 est le minimum de h sur |0 ; +oo].

Attention — f'(a) = 0 sans changement de signe ne donne pas d’extremum (x* en 0) ; sur un segment, comparer

aussi les bornes.
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Cas 3 : Résoudre un probléme d’optimisation

Réflexe — variable et intervalle, grandeur en fonction de x seul, variations, phrase-réponse avec unités.

Exemple. Questions types : « Quelles dimensions donnent 1’aire maximale ? », « Pour quelle production le cotit est-il
minimal ? ». Exemple : pour z centaines d’objets (z € [0;6]), le bénéfice est B(z) = —x3 + 622 — 5 milliers d’euros.

B'(z) = —3z® 4+ 12z = 3z(4 — ) : positif sur [0; 4], négatif sur [4; 6].
B est croissante puis décroissante : maximum B(4) = —64 4+ 96 — 5 = 27.

Le bénéfice est maximal, 27 000 €, pour 400 objets.

Attention — une racine de la dérivée hors de I'intervalle concret ne compte pas ; répondre a la question posée
(dimension ou valeur).

Cas 4 - Inégalité et position de deux courbes

Réflexe — d(x) = f(x) — g(x) ; variations de d ; minimum > 0 = f(x) > g(x) et Cf au-dessus de Cg.

Exemple. Questions types : « Montrer que pour tout > 0. .. », « Etudier la position relative de C ¢ et Cy ». Exemple :
f(z) = 23 et g(z) = 32% — 4 sur [0; +o0].

d(z) = 2* — 32% + 4 et d'(z) = 32% — 62 = 3z(z — 2).
Sur [0; +oo] : d est décroissante sur [0 ; 2], croissante sur [2; +00[ ; son minimum est d(2) =8 — 12+ 4 = 0.

Donc d(z) > 0: z3 > 32? — 4, et C; est au-dessus de C, sur [0 ; +0o, les deux courbes se touchant au point
d’abscisse 2.

Attention — c’est le signe de d qui compte, pas celui de d’; diviser une inégalité par un nombre négatif change son

sens.

Cas 5 - Etudier la parité

Réflexe — ensemble symétrique ? calculer f(—x) avec parenthéses, comparer a f(x) et a —{(x).

Exemple. Questions types : « Montrer que f est impaire », « Que peut-on dire de sa courbe ? ». Exemple :
3

2z
=2 R
f(z) o

R est symétrique par rapport a 0, et 22 + 1 > 0.
2(—z)? —2z°

(—z)2+1 2?+1

Sa courbe est symétrique par rapport a l’origine du repére et f(0) = 0.

f(z) : f est impaire.

| Attention — si I’ensemble de définition n’est pas symétrique, la fonction n’est ni paire ni impaire, sans calcul.

Cas 6 - Appliquer la méthode de Newton

Réflexe — x, choisi avec le tableau de variations ; f(xn) et f'(xn) séparément ; Xn.1 = xn — £(xn) /f'(xn).

Exemple. Questions types : « Calculer z; et x4 », « Expliquer ce que calcule le programme ». Exemple : approcher 1/3
avec f(z) = 22 — 3 et zp = 2.

fllw) =2z f(2) =1et f'(2) =d:2 =2

N 1 (7 7T 71 1 o7
f<4>_166tf<4>_2'm2_4 56 56"

97
6 ~ 1,732 14, a comparer 2 v/3 ~ 1,732 05.

| Attention — si f'(xn) = 0, la tangente est horizontale : la méthode s’arréte (division par zéro).
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Les piéges

«f'(a) = 0, donc extremum » : faux sans changement de signe de f'.

Le maximum est une valeur f(a) ; il est atteint en x = a : ne pas confondre les deux.

Sur un segment, le maximum peut étre atteint en une borne, ou f’ ne s’annule pas.

Le théoréme des variations ne vaut que sur un intervalle (1/x n’est pas décroissante sur R privé de 0).
Calculer f(—x) sans parenthéses : —x? n’est pas (—x)2.

Newton : jamais de x, ou ' s’annule.
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